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Problem nieskonczenie wielu
kierunkow w nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni ma wiele
zaskakujacych aspektéw. Dlatego
koniecznie trzeba zbadac
szczegotowo, ktore ze znanych
witasciwosci przestrzeni
skonczenie wymiarowych ulegaja
zmianie a ktore pozostaja bez

Zmian.



Definicja 1

» Przestrzenia liniowa(lub wektorowa) F 3 v, nad
zbiorem liczb zespolonych F 3 «; jest zblor W
ktorym suma

FXF->F:(v,u)->v+uUu=u+vVv
| iloczyn przez skalary
FxXL->F:(va) -—> av
sa tak zdefiniowane, ze
ay (apv) = (a1a3)v,
a(v+u) =av+ au,
1*xv=m,
(a; +a,)v = av + a,v.




Przyktady

» 1 wektory w F"

» 2 macierze zespolone n xn

» 3 wielomiany n zmiennych zespolonych
» 4 C': funkcje z ciagta pochodna rzedu r
» 5 funkcje analityczne

» Dodawanie i mnozenie przez « sa
zdefiniowane w zwykty sposob




Definicja 2

» Przestrzenia liniowa unormowana jest
przestrzen wektorowa, na ktorej
zdefiniowane jest takie odwzorowanie normy

F->R*+:v—>llvll,
ze
lavli=|al VI, Iv+ull< llvll + llull
(nierownosc trojkata) i
Ivll=0-v=0.




Definicja 3

» Jesli norma na F spetnia prawo rownolegtoboku
lu+vllZ+llu-vilZ=2llull2+21Ivll2,

to F nazywa sie przestrzenia unitarna (lub
prehilbertowska), w tym przypadku istnieje iloczyn
skalarny
FXF - L (uv) o< ulv >= %(Ilu vl S = vi2 = il + i)+ il = i),
ktory ma nastepujace wtasciwosci:

vl? =< v|v >, < v|u >=<ulv >*, <vja>=a<v|lu>,

<ulv+w>=<ulvr>+<ulw>i<vivr>=0 ov=0.




Definicja 4

» Przestrzen unormowana jest zupetna jesli
kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny. Zupetna
orzestrzen liniowa unormowana
(odpowiednio unitarna) jest przestrzenia
Banacha (odpowiednio Hilberta).




Definicja 5
» Funkcjonatem liniowym w na przestrzeni
wektorowej F jest takie odwzorowanie:

F - L:v—- (w|v),ze (W|v, +vy) =

= (w|vy) + (w]vy)
I

(w|lav) =a(w|v)d
laa € L.




Przyktady:

» Funkcjonatami liniowymi sa:
» lloczyny skalarne z wektorem

» Slady iloczynu macierzy przez pewna inna
macierz
» Funkcjonatami liniowymi w innych

przyktadach sa catki z iloczynu funkcji i
dystrybucji oraz wiele innych obiektow.




Definicja 6

» Przestrzen liniowa F’ ciagtych funkcjonatéw
liniowych nad przestrzenia Banacha F nazywa
sie jej przestrzenia sprzezona (dualna).




Definicja 7

» Bazy otoczen wektorow w € F' okreslamy
jako:

Uye(w)={w eF:|(w—-w'lv)|<e},veEF,e ERT,
lub

Uew) = [ Unelw).

lvlil=1




Otrzymujemy w ten sposob *-staba i mocna
topologie; mocna topologia jest rownowazna
topologii okreslonej przez norme

Iwll = sup |(w|v)]
Ivll=1

i F’ staje sie przestrzenia Banacha. Przestrzen
sprzezona do niej oznacza sie przez F" i F'D F.
Jesli F” =F (przy wzajemnie jednoznacznym
utozsamieniu elementow F’ z elementami F), to
F nazywa sie przestrzenia refleksywna.




Definicja 8

» Niech L(F,J)) oznacza przestrzen ciagtych
odwzorowan liniowych z przestrzeni Banacha
F do przestrzeni Banacha J.

Jesli F=J to zdefiniujmy

B (F):= L (F,F).
Elementy a € L (F,J) nazywa sie takze
operatorami.




Definicja 9

» Bazy otoczen elementow a € L (F,J) mozna zadac

jako
Uy xe(@) ={a":|(y'|(a —a")x)| < e},
lub
Uye(a) = {a’: I(a —a’)xll; < e} = ﬂ Uy (@),
=1
lub

Ue(@) = (] Usel@.

llxll=1




Definicja 9 c.d.

» Topologie nazywa sie odpowiednio staba,
mocna i jednostajna; odpowiadajace im
rodzaje zbieznosci oznacza sie przez —,— i
= (czesto stosowane sa takze oznaczenia w-
lim, s-lim i lim).




Podsumowanie

» Przestrzen liniowa lub wektorowa -
zbior obiektow (nazywanych "wektorami”), ktore
moga byc¢ skalowane i dodawane. Formalnie jest
to zbior z okreslonymi dwoma dziataniami:
dodawaniem elementow tej przestrzeni
(wektorow) i mnozeniem przez elementy
ustalonego ciata, ktore zwigzane sa ze soba
ponizszymi aksjomatami. Przestrzenie liniowe to
podstawowy obiekt badan algebry
liniowej i analizy funkcjonalnej. Znajduja
zastosowanie niemal we wszystkich gateziach
matematyki, naukach scistych i inzynierii.




» Naturalnymi przyktadami przestrzeni liniowych sa
dwu- i trojwymiarowe przestrzenie euklidesowe.
Wektory w tych przestrzeniach utozsamiane sa
odpowiednio z parami i trojkatami
uporzadkowanymi liczb rzeczywistych,
reprezentowanymi czesto w postaci wektorow
geometrycznych charakteryzowanych przez kierunek,
zwrot oraz wartosc, ktore zwykle przedstawia sie
jako strzatki. Wektory takie moga by¢ sumowane
wedtug reguty rownolegtoboku (dodawanie wektorow)
lub mnozone przez liczby rzeczywiste (mnozenie przez
skalar). Wtasciwosci wektorow geometrycznych
stanowia dobry intuicyjny model dla wektorow w
bardziej abstrakcyjnych przestrzeniach liniowych,
ktore nie maja interpretacji geometrycznej. Przyktadem
takiej przestrzeni jest np. zbior wszystkich
wielomianow o wspotczynnikach rzeczywistych.




