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Rok 1925, dwó
h holenderski
h �zyków: S.A.Goudsmit i

G.E.Uhlenbe
k wysuwa hipotez� istnienia tzw. wªasnego

momentu p�du elektronu

−→
s (spin), a tak»e zwi¡zanego z nim

wªasnego momentu magnety
znego

−→µ
e

Figure: Samuel A. Goudsmit Figure: George E. Uhlenbe
k
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Hipoteza spinu miaªa wyja±nia¢:

subteln¡ struktur� lini widmowy
h

anomalny efekt Zeemana

do±wiad
zenie Sterna Gerla
ha (1922)
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Operatory spinu i i
h wªasno±
i

Istniej¡ obserwable S

1

,S
2

,S
3

takie, »e S

i

: D → D,D ⊆ H

(D - przestrze« S
hwartza, H - przestrze« Hilberta), które

podlegaj¡ rela
jom komuta
ji:

[S
1

,S
2

] = iS

3

[S
2

,S
3

] = iS

1

[S
3

,S
1

] = iS

2







w D
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Reprezenta
je ma
ierzowe spinu (ma
ierze Pauliego)

S

1

= 1

2

(
0 1

1 0

)

︸ ︷︷ ︸

σ
1

,S
2

= 1

2

(
0 −i

i 0

)

︸ ︷︷ ︸

σ
2

,S
3

= 1

2

(
1 0

0 −1

)

︸ ︷︷ ︸

σ
3

σ
1

, σ
2

, σ
3

→ ma
ierze Pauliego
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Ogólne wªasno±
i operatorów

Dla zbioru trze
h dowolny
h operatorów J

1

, J
2

, J
3

: D → D ⊆ H

zbiór warto±
i wªasny
h operatora J

j

speªnia tak¡ rela
je:

σ pure

point

(J
j

) ⊆ Z

2

= {0,−1

2

,+1

2

,−1,+1, ...}, gdzie j = 1, 2, 3

Przykªady:

σ(L
j

) = Z oraz σ(S
j

) = {−1

2

,+1

2

}
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Za
zynamy od:

J

j

: D → D ⊆ H, gdzie j = 1, 2, 3

oraz

[J
1

, J
2

] = iJ

3

[J
2

, J
3

] = iJ

1

[J
3

, J
1

] = iJ

2

wprowadzamy operator Ω
︸︷︷︸
−→
J

2

= J

1

◦ J
1

+ J

2

◦ J
2

+ J

3

◦ J
3
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Zauwa»amy nast�puj¡
¡ zale»no±¢:

[Ω, J
j

] = 0 j = 1, 2, 3

Operator Ω, który komutuje z ka»dym elementem przesteni

{J
1

, J
2

, J
3

} nazywamy operatorem Casimira
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Wprowad¹my nast�puj¡
e operatory:







J+ := J

1

+ iJ

2

J− := J

1

− iJ

2

J

3







które s¡ zamienne z operatorami







J

1

J

2

J

3







Podstawienie to nie powoduje straty informa
ji
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Komuta
ja operatorów J+, J−, J3 wygl¡da nastepuj¡
o:

[J+, J−] = 2J

3

[J
3

, J+] = J+

[J
3

, J−] = −J−

oraz

[Ω, J+] = 0, [Ω, J−] = 0, [Ω, J
3

] = 0
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Operator Ω mo»e by¢ przedstawiony za pomo
¡ operatorów

J+, J−, J3 na dwa równowa»ne sposoby:

Ω =

{
J+J− + J

3

(J
3

− id

D

)
J−J+ + J

3

(J
3

+ id

D

)
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Szukamy wspólny
h wektorów wªasny
h operatorów Ω i J

3

J

3

ψλ,µ = µψλ,µ oraz Ωψλ,µ = λψλ,µ
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λ〈ψλ,µ, ψλ,µ〉 = 〈ψλ,µ, Ωψλ,µ〉 ⇒

⇒ λ =







||J−ψλ,µ||
2

||ψλ,µ||
+ µ(µ− 1)

||J+ψλ,µ||
2

||ψλ,µ||
+ µ(µ+ 1)






(1)

λ ≥

{
µ(µ− 1)
µ(µ+ 1)

}

⇒ λ ≥ |µ|(|µ|+ 1) (2)
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Prawdziwe s¡ zale»no±
i:

{
Ω(J+ψλ,µ) = λ(J+ψλ,µ)
J

3

(J+ψλ,µ) = (µ+ 1)(J+ψλ,µ)

}

{
Ω(J−ψλ,µ) = λ(J−ψλ,µ)
J

3

(J−ψλ,µ) = (µ− 1)(J−ψλ,µ)

}
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Je±li J+ψλ,µ 6= 0, to

J+ψλ,µ jest wspólnym wektorem wªasnym dla Ω i J

3
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J+
nψλ,µ = 0 ∀

n>N∈N

J−
nψλ,µ = 0 ∀

m>M∈N

}

⇒

⇒ ∃ µ(λ), µ(λ) : µ(λ) 6 µ 6 µ(λ)

µ(λ)(µ(λ)− 1) = λ = µ(λ)(µ(λ) + 1)

λ = µ− µ ∈ N
0
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Uwzgl�dniaj¡
 rela
je:

1 µ(λ) = −µ(λ)

2

2µ(λ) ∈ N
0

3 λ = µ(λ)(µ(λ) + 1)

wprowadzamy twierdzenie:

Wspólne wektory wªasne Ω i J

3

wyst�puj¡ w rodzina
h dla

ustalonego j :

Ψ
j(j+1),m

gdzie m = {−j ,−j + 1, ..., j − 1, j} j := µ(λ)
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Po znormalizowaniu:

Φ
j ,m :=

Ψ
j(j+1),m

||Ψ
j(j+1),m|| j ∈ N

0

2

〈φ
j ,m, φ

j̃ ,m̃
〉 = δ

j j̃

δ
mm̃
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Konkluzje:

j(j + 1) to warto±
i wªasne Ω

m to warto±
i wªasne J

3

Ze wzgl�du na rela
je 1, 2, 3 do
hodzimy do:

m ∈ Z

2
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Pure spin-j system

System kwantowo-me
hani
zny jest nazywany pure spin-j system,

je»eli jego przestrze« Hilberta H jest j(j + 1)-wymiarowa dla

j ∈ N
0

2

, i która posiada baze stworzon¡ z wektorów wªasny
h Φ
j ,m,

gdzie m = −j , ..., j , dla zbioru trze
h operatorów J

1

, J
2

, J
3

zde�niowany
h w przestrzeni H.
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Pure spin-j system

Przykªad:

pure spin-j σ(J
j

) j = 1, 2, 3

0 {0}
1

2

{−1

2

,+1

2

}
1 {−1, 0, 1}
. .

. .

. .
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Prezenta
ja zostaªa przygotowana w opar
iu o wykªad:

�Spin - L13 - Frederi
 S
huller� dost�pny na stronie internetowej

YouTube

adres internetowy:

https://www.youtube.
om/wat
h?v=-SM3qnK24BU (16.02.2016)
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