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Fraktale- ogolne wiadomosci

* Fraktale sg formami geometrycznymi,
zawartymi w dziale matematyki, ktory opisuje
| analizuje nieregularnosci oraz ztozonosc
struktur rzeczywistego swiata.

* Tworcg | odkrywca tej geometrii jest,
urodzony w 1924 roku w Warszawie, Benoit
Mandelbrot.

« Matematyka definiuje fraktale jako zwarte
podzbiory topologicznej przestrzeni
metrycznej S, charakteryzowane przez
wymiar fraktalny D i miare fraktalng L.









Cechy charakterystyczne fraktali (pod
wzgledem budowy)

ma nietrywialng strukture w kazdej skali,

struktura ta nie daje sie tatwo opisac¢ w jezyku
tradycyjnej geometrii euklidesowej

jest samo-podobny, jesli nie w sensie doktadnym, to
przyblizonym lub stochastycznym,

ma wzglednie prostg definicje rekurencyjng
ma naturalny (,,poszarpany”, , ktebiasty” itp.) wyglad.



Witasciwosci fraktalii

Samopodobienstwo

Symetria

Wymiar fraktalny nie jest liczbg catkowitg
Brak jednoznacznego ksztattu

Nie sg okreslone wzorem matematycznym, tylko
zaleznosScig  rekurencyjnag



Zastosowanie fraktali

Kompresja obrazow.
Tworzenie grafiki komputerowej - przy pomocy

algorytmu mozemy generowac zarowno krzywe fraktalne jak i
figury z nich ztozone, ktore w rzeczywistosci wygladaja jak linie
brzegowe, cate wyspy, gory czy chmury. Zapamietujac jedynie
dwa poczatkowe punkty i wysokosci trojkatow, mozemy
zapamieta¢ dowolng tamang uzywajgc stosunkowo niewielkiej
ilosci pamieci.

Powiekszanie obrazow — dzieki zastosowaniu algorytmu
wykorzystujgcego fraktale, mozemy powieksza¢ dany obraz,
poniewaz obraz bedzie miat nieskonczong rozdzielczosc.
Brakujgce fragmenty nie bedg co prawda odtwarzane doktadnie,
lecz piksele stang sie punktami, a nie kwadratami jak w grafice
rastrowej



Zastosowanie fraktali c.d

Badanie nieregularnosci powierzchni

Opis procesow chaotycznych zachodzgcych w
uktadach dynamicznych.

Przetwarzanie i kodowanie obrazow cyfrowych —
kompresja fraktalna.

Modelowanie tworéw naturalnych dla celow
realistycznej grafiki komputerowe;j.

Badanie struktury faricuchow DNA

Tworzenia obrazow ktére nie powodujg zadnych
skojarzen — wykorzystanie w psychologii



Rodzaje fraktali

Fraktale IFS - stworzone za pomocg uktadu
iterowanych odwzorowan,

Fraktale systemu Lindenmayera - wygenerowane
z wykorzystaniem systemu Lindenmayera,

Fraktale zespolone - wykonane za pomocg iteracji
pewnej zaleznosci rekurencyjnej liczb
zespolonych,

Fraktale hiperzespolone - wykonane za pomocg
iteracji pewnej zaleznosci rekurencyjnej liczb
hiperzespolonych,



Zbiory Julii

Zbiory Julii konstruuje sie na ptaszczyznie zespolonej. Pierwsze
powstaty w wyniku przeksztatcen iteracyjnych wielomianu stopnia
drugiego o postaci: Z,,=Z 2+C, gdzie Z przebiega po liczbach

zespolonych zas C jest zespolonym parametrem okreslajgcym
wyglad zbioru.

Konstruujgc zbidr Julii, na poczgtek nalezy przyjac jakas wartosc¢ C
oraz Zn. W kolejnych krokach iteracji otrzymamy:

Krok O: Z,

Krok 1: Z > + C

Krok 2: (> + C)? + C

Krok 3: ((Z,2+C)?+C)* + C

Krok 4: (((Z,>+ C)?+C)2+C)?+C

W nastepnych krokach postepujemy podobnie, po prostu bierzemy
poprzednie wyrazenie w nawias, podnosimy do kwadratu i
dodajemy C.






Atraktory IFS

* Najprostszg metodg tworzenia fraktali jest wykorzystanie
zbioru przeksztatcen afinicznych  {F;}" , bedacych
przeksztatceniami zwezajgcymi (kontrakcjami). Transformujac
dowolny, niepusty zbior S, zgodnie z regutg (tworzac cigg
zbiorow):

Sp =495

Sk = DFi(Sﬂr 1)

i=1



Atraktory IFS

W granicy otrzymujemy: So = lim S ,

k—o0

e atraktor uktadu, ktory w szczegdlnosci moze byc¢
fraktalem. Zbior{¥:};_, nazywamy w tym przypadku
systemem przeksztatcen iterowanych (IFS), zas
otrzymany w powyzszej granicy fraktal jest
atraktorem tego systemu. Jego istnienie wynika z
twierdzenia Banacha o punkcie statym odwzorowania
zwezajgcego. W ten sposob mozna wygenerowacd
m.in. nastepujgce fraktale: zbiér Cantora, krzywa
Kocha, smok Heighwaya, trojkat Sierpinskiego, kostka
Mengera. paproc Barnsleva.



Atraktory IFS

W praktyce aby wygenerowac fraktal wybieramy
dowolny punkt x i transformujemy go kilka razy za
kazdym razem losujgc odpowiednio przeksztatcenie Fi:

Ty = T; Ty = Fi(zy).

* Procedure te powtarzamy np. kilka tysiecy razy. W
szczegolnych przypadkach dla efektu wizualnego moze
by¢ istotny sposob losowania przeksztatcen. Np. dla
paproci Barnsleya przeksztatcenia Fi, i=1..4 losuje sie z
czestosciami 85%, 7%, 7%, 1% odpowiednio.



Trojkat Sierpinskiego

Konstrukcje tréjkata Sierpinskiego rozpoczynamy od trdjkata
rownobocznego, ktéry nastepnie poddajemy ponizszym
odwzorowaniom:

To samo mozemy otrzymac za pomocg rekurencji zaczynajac
rowniez od trojkata rownobocznego:

Podziel trojkat na cztery tréojkaty w skali 1:2,
Usun srodkowy trojkat, pozostawiajac jego brzeg,
Powtdrz czynnosci dla pozostatych tréojkatow.



Trojkat Sierpinskiego

* Jako, ze trojkat
Sierpinskiego jest zbiorem
spojnym i pole powierzchni
ma rowne zeru, a jego
wymiar topologiczny jest
rowny jeden. Nasz zbior
sktada sie z trzech swoich
kopii, ktore sg od niego dwa
razy mniejsze. W takim

razie: 3

Dar —




Dywan Sierpinskiego

 Dywan Sierpinskiego jest podobny w sposobie tworzenia do
trojkata Sierpinskiego. Za pomocg IFS wyrazimy dywan
Sierpinskiego przez osiem przeksztatcen, ktorymi bedziemy
odwzorowywac kwadrat: (v y) = (2 — L 2 4 1)

S (L S 1 ¥
fs(x., ) =(5— 3.3)



Dywan Sierpinskiego

Zapis rekurencyjny dla
dywanu Sierpinskiego :
Podziel kwadrat na dziewiec
kwadratow w skali 1:3,

Usun srodkowy kwadrat,
pozostawiajac jego brzeg,

Powtodrz czynnosci dla
pozostatych kwadratow.




Dywan Sierpinskiego

W ten sposob otrzymujemy zbior punktow, ktory jest

domkniety, spojny i jego pole powierzchni jest rowne zero.
Dodatkowo kazdy punkt tego fraktala jest jego punktem
brzegowym.

ldentycznie jak w przypadku tréjkata Sierpinskiego, wymiar
topologiczny mamy rowny jeden. Widzimy, ze fraktal sktada
sie z oSmiu swoich kopii, kazda w skali s=1/3. Wobec tego

mamy rownanie: R
Dar 2 _
A :I"h' - — = I
_’%”
Po wyznaczeniu D mamy: log &
= —— ~ 1,8928

log 3



Chos deterministyczny

* Chaos deterministyczny -
wtasnosc rownan lub
uktadow rownan, L
polegajaca na duzej E@F{V
wrazliwosci rozwigzanna N
dowolnie mate zaburzenie |
parametrow. Dotyczy to . ~
zwykle nieliniowych |
rownan rozniczkowych i 24 2 28 M YRR
I’C')iniCOWVCh, opisujacych Diagram bifurkacji, pokazujacy
uktady dynamiczne. dojscie do zachowania chaotycznego.




Zachowanie uktadéw chaotycznych

e Scistym kryterium chaotycznoéci jest okreélenie
wartosci wyktadnikéw Lapunowa. Uktad jest chaotyczny,
jesli ma co najmniej jeden dodatni wyktadnik Lapunowa. W
takim wypadku w przestrzeni fazowej blisko
lezgce trajektorie mogg po pewnym czasie dowolnie sie od
siebie oddali¢ (to oddalanie sie "z czasem" réznych
trajektorii obliczonych dla odmiennych wartosci parametru
lezy w definicji chaotycznosci wzgledem tego parametru).
Choc dla idealnie doktadnie zadanych parametrow
poczatkowych jestesmy w stanie doktadnie przewidziec
zachowanie sie uktadu, w praktyce, gdzie warunki
poczatkowe znane sg zawsze ze skonczong doktadnoscia, w
krotkim czasie uktad staje sie nieprzewidywalny



Przyktady uktadow chaotycznych

e uktady rownan rézniczkowych (uktady dynamiczne):

— ukfad Lorenza

— uktad Rosslera

— uktad Hénona-Heilesa

— wahadto z wymuszeniem

— niektore autokatalityczne reakcje chemiczne

— rownania fenomenologiczne opisujgce migotanie swietlowki

— proste modele uktadow populacyjnych, np. uktad Lotka-Volterra
e uktady rownan réznicowych:

— iteracja rownan kwadratowych, np. 1-
wymiarowe odwzorowanie logistyczne i 2-
wymiarowe odwzorowanie Hénona

— bilardy chaotyczne



Uktad Rosslera

e Uktad Rosslera albo odwzorowanie Rosslera to uktad
trzech sprzezonych nieliniowych rownan
rozniczkowych przedstawionych przez Otto Rosslera

w 1976. _
T=—Yy—2
{Q—m—uy .
z=b+z(z—c)

Dla odwzorowania przy parametrach (a=0,2 i b=0,2)
startujac z punktu poczatkowego na ptaszczyznie
uktadu dochodzi sie do zbioru punktow
nazywanych dziwnym atraktorem Rosslera



Uktad Rosslera




Uktad Lorenza

e Uktad Lorenza — przedstawiony przez Edwarda Lorenza w 1963
roku uktfad trzech nieliniowych réwnan
rozniczkowych modelujgcy w mozliwie najprostszy sposéb
zjawisko konwekcji termicznej w atmosferze. Dla
pewnego zbioru parametrow uktad zachowuje
sie chaotycznie, a wykres zmiennych w przestrzeni
fazowej przedstawia dziwny atraktor (tzw. atraktor Lorenza).



Uktad Lorenza

r =0y — or
Yy=-—zz+re—y
z=xy— bz

gdzie:
o — liczba Prandtla, charakteryzujaca lepkos¢ osrodka,
r — liczba Rayleigha, charakteryzujgca przewodnictwo cieplne osrodka,

b — stata charakteryzujgca rozmiary obszaru, w ktorym odbywa sie
przeptyw konwekcyjny

e State g, ri b sg dodatnie, ale zwykle 0 =10, b =8/3, ar jest
zmienne. Uktad przejawia chaos dla r = 28, ale przejawia rowniez
splatane orbity okresowe dla innych wartosci r, np. dla r = 99,96
ukfad staje sie T(3,2) weztem torusowym.



Uktad Lorenza




