Geometria Riemanna

Wstep

Mateusz Hofman,Paulina Drag

7 lutego 2017

Mateusz Hofman,Paulina Drag Geometria RiemannaWstep 7 lutego 2017 1/13



Struktura euklidesowa w przestrzeni afiniczne;

Cata klasyczng geometrie mozna sprowadzi¢ do struktury euklidesowe;j.
Przestrzen afiniczna (A,V,+), w ktérej Euklides uprawiat geometrie jest
wyposazona w dodatkowe dziatanie - iloczyn skalarny wektoréw z
przestrzeni wektorowej V.
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Umiejac mierzy¢ dtugosci wszystkich wektoréw potrafimy obliczy¢ iloczyn
skalarny ich dowolnej pary:

(v+wlv+w)—(v—wlv—w)=4(v|w)

Mozna réwniez zapisaé jako:

(viw) = (1/4)(llv + wl]? = [lv — w[[?)(1)
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Zauwazmy, ze nastepujaca funkcja zmiennej rzeczywistej "t"jest nieujemna:
0 < (v+twlv+ tw) = (v|v) + 2t(v|w) + t3(w|w)
A = 4(viw)? — 4|lv[[ = [Jw]]> <0

Mateusz Hofman,Paulina Drag Geometria RiemannaWstep 7 lutego 2017 4 /13



Nieréwnos$é Schwarza:
[(v]w)| < |[|v[|w]|

1< MWy

viw
IvIliwll =
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Srodkowy utamek przyjmuje artosci [—1,1], wiec jest zawsze cosinusem
jakiegos kata z odcinka [0, 7]

cos(/alpha(v,)) = (v|w)

Mozna to zapisac jeszcze inaczej:
(viw) = llv][||wl|cos(a(v, w))
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Rozpisujac kwadrat dtugosci sumy jako:
(v+wlv+w) = [V +[|w]f +2(v|w)

Mozna zapisa¢ (1) jako:
v = wl|? = [v|[? +[[w][> = 2[|v][||w]|cos(a(v, w))
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Wozorzec - kostka jednostkowa
(eilej) = d;
Zachodzi nastepujace prawo transformacji:

(vilvm) = (viei|vie;) = vi(eilej)vhn
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lloczyn skalarny wektora bywa dodatni, ale bywa tez ujemny. Stanowi to
podstawe klasyfikacji wektoréw na "przestrzenne"i ¢zasowe".

(u|lu) = 0 - wektory Swietlne. Promienie Swietlne w czasoprzestrzeni to
wiasnie linie, dla ktérych wektor styczny jest zerowy.

Tensor metryczny jest nieodwracalny (defg # 0).
Z twierdzenia o bezwtadnosci formy kwadratowej wynika, ze kazdg forme

kwadratowa mozna doprowadzi¢ do postaci diagonalnej, gdzie na diagonali
moga pojawic sie jedynki, minus jedynki lub zera.
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Rozmaito$¢ Riemanna to przestrzen w ktérej umiemy mierzy¢ dtugosci
wektoréw stycznych. Nie musi by¢ ona przestrzeniag euklidesows, tzn. nie
musi dopuszczac istnienia kartezjanskich uktadéw wspétrzednych. Dlatego
tez struktura iloczynu skalarnego musi by¢ okre$lona niezaleznie w kazdym

jej punkcie.
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Rozmaito$¢ M nosi na sobie strukture Riemanna (metryczng) oznaczona
"g"kazdym jej punkcie x € M przestrzen styczna T, M jest przestrzenia
euklidesowa, to znaczy jest dla mniej okreslony iloczyn skalarny (x|x)g w
taki sposéb, ze gdy X i Y s3 gtadkimi polami wektorowymi to ich iloczyn
skalarny tzn. funkcja

x €M = (X(X)|Y(x)g = (Y(X)IX(x))g

jest gtadka.
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Jesli (x') jest lokalna mapa w M to iloczyn skalarny definiuje w kazdym
punkcie macierz symentryczna, dodatnio okre$long ztozong z iloczynéw
skalarnych bazy:

gi(x) = (g (*) 5 (x))
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Dziekujemy za uwage
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