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1 Grawitacja jako geometria (Einstein 1908-1915)

Podstawowym zalozeniem szczegdlne] teorii wzglednosci jest, ze kazdy obser-
wator inercjalny (tzn. poruszajacy sie bez przyspieszenia) zmierzy taka sama
predkosé swiala c, niezaleznie od jego wtasnej predkosci. Zalézmy, ze promien
Swietlny jest emitowany w chwili ¢ = 0 w punkcie przestrzeni o wspélrzednych
(z,9,2) = (0,0,0) i rejestrowany w chwili ¢ w punkcie (x, y, z). Warunek stalosci
¢ oznacza, ze dla kazdego obserwatora inercjalnego bedzie spelnione réwnanie

s2 =% — ot —y? - 22 (1.1)

Hermann Minkowski zauwazyl w roku 1908, ze transformacje miedzy inercjalny-
mi uktadami odniesienia, zachowujace réwnanie s? = 0 (nazywane dzi$ tansfor-
macjami Lorentza),zachowuja tez wartoéé wyrazenia s2. Uderzyto go podobien-
stwo tej wlasnosci s? do pewnego faktu z geometrii euklidesowej. W geometrii
Euklidesa odleglo$¢ miedzy punktami o wspélrzednych (0,0,0) i (z,y, z) wyraza
sie wzorem
L? =2% +y? + 22 (1.2)

i jest zachowywana przez transformacje obrotu, ktére, tak jak transformacje
Lorentza, sa liniowe w x, y i z. Z podobiefistwa wzordéw (1.1) i (1.2) Minkow-
ski wywnioskowal, Zze szczegélna teoria wzglednosci jest geometrig przestrze-
ni, ktora dzi§ nazywamy czasoprzestrzenia Minkowskiego. Einstein stwierdzil
juz wczedniej, ze pole grawitacyjne mozna symulowaé¢ za pomoca ruchu przy-
spieszonego obserwatora. Transformacje zachowujace postaé wyrazenia (1.1),
nazywanego forma metryczna, sg, jak juz wspomniano, liniowe w zmiennych
(t,z,y,z). Przy transformacji do uktadu poruszajacego sie z przyspieszeniem
nowe zmienne (', 2’ y’, 2’) sa dowolnymi funkcjami starych (¢, x,y, z). Po takiej
transformacji wspélczynniki formy (1.1) nie sa juz stale. Przyklad: po transfor-
macji = 2’ + (#')? wyrazenie s? zmieni sie nastepujaco:

(S/)2 _ (62 _ t/2)(t/)2 _ 2(tl)21‘/ _ (LL'/)2 _ y2 _ 22. (13)

Jedli przyspieszenie imituje grawitacje, to pole grawitacyjne powinno ujawniaé
si¢ tak samo — w czasoprzestrzeni z polem grawitacyjnym, wspolczynniki przy



kwadratach i iloczynach ¢, x,y i z powinny by¢ funkcjami wspélrzednych. Roz-
nica miedzy prawdziwym polem grawitacyjnym a polem symulowanym w cza-
soprzestrzeni Minkowskiego przez przyspieszenie jest taka, ze pole symulowane
mozna usunaé przez transformacje zmiennych z powrotem do uktadu inercjal-
nego, podczas gdy w rzeczywistym polu grawitacyjnym globalny uktad inercjal-
ny nie istnieje: prawdziwego pola grawitacyjnego nie da sie wyeliminowaé przez
transformacje zmiennych. Tworca podstaw takiej geometrii, Bernhard Riemann,
przedstawil je w wykladzie habilitacyjnym w roku 1854. Jego pomyst polegal
na tym, zeby wzér Pitagorasa (1.2) zastapi¢ symetryczna forma kwadratowa w
przestrzeni n-wymiarowe;j

(ds)2 = g11 (21, ...,asn)(dxl)2 +2g12(21, -y Tp)dx1dTe + ..
+Gnn (215 0 20) (d)?, (1.4)

ktérej wspotezynniki sa funkcjami wspétrzednych. Wielkos$é ds jest odle-
glodcia miedzy punktami o wspélrzednych (z1,z2,...,2n) i (21 4+ dzl,22 +
dx2, ...,xn + dxn). Pomysl zinterpretowania grawitacji jako modyfikacji geome-
trii czasoprzestrzenimusial byé uzupelniony rownaniami uogélniajacymi prawa
grawitacji Newtona. W réwnaniach Einsteina wyrazenia rézniczkowe II rzedu
zbudowane z dziesieciu wielkosci g i j sa przyrownane do zera — gdy szukamy
rozwigzan w prézni; lub do 10 sktadowych tensora energii-pedu, ktére przedsta-
wiaja gesto$é energii i rozklad ci$niefi/naprezen w zrédle. W granicy newtonow-
skiej, ¢ — o0, jedno z tych rownan przechodzi w réwnanie Poissona, pozostale sa
spelnione tozsamosciowo (obie strony daza do zera). Geometryczny sens réznicy
miedzy czasoprzestrzenia Minkowskiego a czasoprzestrzenia z polem grawitacyj-
nym jest taki, ze ta pierwsza jest ptaska, zas ta druga ma niezerowa krzywizne.
Crasoprzestrzen ulega zakrzywieniu w sasiedztwie masywnych cial (np. gwiazd),
a jej krzywizne postrzegamy jako pole grawitacyjne. Czasoprzestrzen z polem
grawitacyjnym mozna wiec wyobrazac sobie tak, jak na rysunku 1.

gwiazda

Czasoprzestrzen ulega zakrzywieniu w sasiedztwie mas (np. gwiazd)



2 Czasoprzestrzen Minkowskiego - ujecie mate-
matyczne

U podstaw szczegdlnej teorii wzglednoéci legla zasada, ktorej wiarygodnosé nie
zostala podwazona zadnym z dotychczasowych doswiadczen. Jej tresé zawarta
jest w nastepujacym postulacie: Swiatlo w prézni rozchodzi sie we wszystkich
uktadach odniesienia, z ta sama predkoscia ¢ = 299792458 m/s . Wielkos¢ te
uwazamy za uniwersalna stata przyrody. Ten postulat, chociaz zrodzony z ducha
zasady wzglednosci Galileusza, pozostaje z nia w jawnej sprzecznosci. Wyjscie
z tej trudnej sytuacji jest mozliwe, gdy uswiadomimy sobie, ze prawa transfor-
macyjne

t =M+s,
x,zut—i—Cas—l—a,

maja zastosowanie tylko wtedy, gdy predkosci zachodzacych zdarzen sa duzo
muniejsze od predkodci $wiatla (u«c) ; Woéwezas mozemy przeksztalcié predkosé
ciala v , wedlug nierelatywistycznej formuty v =v+u , w ktérej u oznacza
wzajemna predko$é¢ uktadow inercjalnych. Aby przyblizy¢ ten punkt widzenia,
wyobrazmy sobie taks sytuacje. W inercjalnym ukladzie 3 wyemitowany jest
w punkcie x4 sygnal swietlny w chwili ¢4 . Gdy dzieje si¢ to w prozni, sygnal
ten rozchodzi sie izotropowo z ta sama predkodcia ¢ . Dlatego front fali tego
zaburzenia jest sferg o srodku x4

Xp — X4| = c(tp — ta)

z

Izotropowy sygnal swietlny

Jedli ten sygnal rejestrujemy w chwili pézniejszej tp > t4 , wtedy promien tej
sfery wynosi,|xp —x4| = c(tp—ta) . Podnoszac strony tej réwnosci do kwadratu



otrzymamy,
A(tp —ta)? — (xp —x4)> = 0. (2.1.1.a)

Réwnosé (2.1.1a) wiaze miedzy soba dwa zdarzenia $wietlne reprezentowane w
czasoprzestrzeni przez punkty (ta,x4) i (tg,xp) . Opusémy teraz inercjalny
uktad ¥ i przejdzmy do innego ukladu inercjalnego Y , poruszajacego si¢ z
predkoscia w . Zgodnie z postulatem o absolutnej predkosci $wiatla, te same
zdarzenia $wietlne w obu uktadach beda postrzegane identycznie. Dlatego réw-
nosé (2.1.1a) bedzie réwniez spelniona w uktadzie Y,

At —ta)” — (x
Matematycznie oznacza to, ze wspdlrzedne czasoprzestrzenne (t,x) kazdego zda-
rzenia, ktére sg 4 liczbami rzeczywistymi otrzymanymi z pomiaru, nalezy zasta-
pi¢ nowymi liczbami (t,,xl) w taki sposéb, by byly zgodne znowu z wynikami
pomiaru przeprowadzonego w nowym uktadzie. Popatrzmy sie najpierw, co wy-
nika w tym wzgledzie z teorii Galileusza. OtrzymaliSmy reguly transformacyjne,
postulujac spelnienie warunku (2.1.1), ktére okazaly sie translacjami czasoprze-
strzennymi, oraz obrotami przestrzennymi:

’ /

5 —X4)2=0. (2.1.1b)

t =t+s
m/:x+a
r =Cgx

Jedli skorzystalibysSmy z tych przepiséw galileuszowskich, taczacych uklady in-
ercjalne formulami,

t =t
xlzwt—l—x

po podstawieniu do relacji (2.1.1), otrzymamy

Altp —ta)’ = (wp —wa)* = Aty —t4)” = (wp — 24)* =0,

skad natychmiast wnioskujemy, ze w ukladzie Y czolo fali ulegnie asferycz-
nej deformacji. Odpowiedzi na pytanie, jak uogdlni¢ przeksztatcenie Galileusza,
by gwarantowalo zachowanie warunku, udzielil Lorentz w 1903 roku. Rok péz-
niej, Poincare udowodnil, ze takie przeksztalcenia tworza grupe wzgledem ktérej
réwnania Maxwella sa niezmiennicze. W 1905 roku Einstein przyjal, ze ta nie-
zmienniczos$¢ ma charakter uniwersalny, co stalo sie podstawa szczegoélnej teorii
wzglednosci. Przystepujac do dedukcji transformacji Lorentza, bedziemy sto-
sowaé sie do powszechnej konwencji dotyczacej oznaczen wspoétrzednych tenso-
row wystepujacych w formalizmie relatywistycznym. I tak, przyjeto sie oznaczaé
czterowektory czasoprzestrzenne, w zapisie zwyczajowo zwanym kontrawariant-
nym, jako



ot = (etx) = (2°x), (p=0,1,2,3) (2.1.2a)
lub w zapisie kowariantnym jako

z, = (ct,—x) = (z0,—x), (p=0,1,2,3). (2.1.2b)
Wskazniki greckie (o, 3,...,ud,...) stosuje sie¢ na okreslenie czterech sklado-
wych (0,1,2,3) czasoprzestrzennych. Pod wskaZnikami tacinskimi (i, 7, k,...)

zwykle rozumiemy trzy sktadowe przestrzenne (z! = x,2% = y, 2% = 2) . Przej-

$cie od postaci kontrawariantej do kowariantnej mozna wykonaé podnoszac (lub,
obnizajac) wskaznik mnozac skladowe wektora (ogdlniej, tensora) przez tensor
metryczny g"* (lub g,, ) o postaci

1 0 0 0
10
0 -1 0 0
IJ(V = = =
g Juv 0 0 -1 0 = 0 1 (2.1.3)

o 0 0 -1
Stosujemy domyslng konwencje sumacyjna. Na przyklad, zapisujemy iloczyn
wektora kontrawariantnego z wektorem kowariantnym w nastepujacy sposéb

3
D aab® = anh”. (2.1.4)
a=0

Konwencja ta pozwala nam zapisa¢ ponadto

=g, (2.1.5a)

Ty = g;wf', (215b)
a sam warunek jako (2.1.1)
(2 = 24) g (v — 2'4) =0
(2.1.6)

Kontynuujac poszukiwania uogdélnionych transformacji, A¥ | zapiszmy ja naj-
pierw w postaci,

Tt = ABx¥ + at, (2.1.7)

a nastepnie skorzystamy z réwnosci,

(xf—a Vg (@f—a ) = (@%—a%) Al g N (zh—a) = (@ —2%) g (e —2%) = 0

(2.1.8)

co pozwala nam wnioskowaé, ze poszukiwane transformacje Lorentza A sg
tymi przeksztalceniami, wzgledem ktérych czasoprzestrzenny tensor metryczny
g jest niezmienniczy, tzn.

AL 9w AG = ap (2.1.9)



W zapisie macierzowym, ten warunek bedzie wygladal nastepujaco,

ATgh =g (2.2.0)

Poszukujemy przeksztatcen kanonicznych i stwierdzamy, ze zachowujg one
geometrie symplektyczna opisana antysymetrycznym tensorem I (teoria prze-
strzeni fazowych).

BliZsza analogie znajdziemy w geometrii euklidesowej, w ktérej odlegtosé

di? = da' ggda® = da® + dy?* + d2* (2.3.0)

zadana jest jednostkowym tensorem metrycznym,
‘ 1 00
gr=g%=1(0 1 0 (2.4.0)
0 0 1

Powyzszy warunek niezmienniczosci formy kwadratowej, prowadzi do trans-
formacji ortogonalnych, ktére w jezyku potocznie rozumianej geometrii sa ob-
rotami, tworzacymi podgrupe C grupy Galileusza. Powracajac do naszej cztero-
wymiarowej czasoprzestrzeni, wyposazymy ja w odlegto$¢ miedzy zdarzeniami,
zdefiniowana ponizsza réwnoscia

ds? = dat'g,,dz” = (cdt)? — da? — dy?® — d2?, (2.4.1a)
lub w postaci skonczonej

s*(B, A) = (a4 — 1) g, (2% — 24). (2.4.1b)

Czasoprzestrzen z tak zdefiniowana metryka, staje sie ptaska rozmaitoscia
rézniczkowa Minkowskiego M?* . W tej rozmaitosci, mozemy wypowiedzieé¢ po-
stulat o relatywistycznej wzglednosci, o znacznie mocniejszej wymowie:

Prawa natury sa niezmiennicze wzgledem grupy przeksztalcen (A, a) Poin-
care’go, zachowujacych w czasoprzestrzeni odleglto$¢ zadang ptaskim tensorem
metrycznym Minkowskiego

1 0
nyo_ —
9" = g = (0 _1> (2.5.0)

W czasoprzestrzeni Minkowskiego wszystkie wektory, w zaleznosci od ich
normy, mozna pouktadaé¢ w trzy roztaczne klasy:

> 0, wektoryczasowe
z? = xtx, = = 0,wektoryzerowe
< 0, wektoryprzestrzenne



Ten podziatl jest niezalezny od wyboru uktadu wspétrzednych, dlatego ma
charakter geometryczny. I tak, jesli dwa zdarzenia polaczone sg wektorem cza-
sowym, tzn. £2 > 0 , to istnieje taki uktad odniesienia, w ktérym obydwa te
zdarzenia maja takie same wspolrzedne przestrzenne (dzieja sie w tym samym
miejscu). Dalej, jesli dwa zdarzenia polaczone wektorem przestrzennym, tzn
22 < 0, to istnieje taki uktad odniesienia, w ktérym obydwa ta zdarzenia maja
takie sama wspdlrzedna czasowa (zachodza réwnoczesnie). Jesli pewne zdarze-
nie wybierzemy jako punkt odniesienia, wtedy wszystkie zdarzenia polaczone z
tym punktem wektorem zerowym tworza stozek swietlny. Stozek ten dzieli cza-
soprzestrzen M na trzy rozlaczne obszary. Na powierzchni stozka leza zdarzenia,
ktore moga by¢ zarejestrowane za pomoca sygnatéw swietlnych.

zdarzenie pierwotne

Stozek $wietlny w czasoprzestrzeni Minkowskiego

Obszar czasoprzestrzeni poza stozkiem Swietlnym sklada si¢ z tych wszyst-
kich zdarzen, ktorych odlegtoéé¢ od zdarzenia pierwotnego jest typu przestrzen-
nego. W kazdym uktadzie odniesienia dowolny punkt z tego obszaru znajduje sie
w innym miejscu ( ma rézne wspoélrzedne przestrzenne) niz zdarzenie pierwotne.
Dlatego obszar ten przyjelo sie okresla¢ * gdzie indziej”. Poniewaz nie mozna
przekroczy¢ predkosci $wiatla w $wiecie realnym, dlatego takie zdarzenia z ob-
szaru “gdzie indziej” nie sa zwiazane przyczynowo ze zdarzeniem pierwotnym.
Nie mozna ich takze uporzadkowac czasowo. Istnieja takie uktady odniesienia, w
ktorych zdarzenia “gdzie indziej” zachodza badZ przed zdarzeniem pierwotnym,
lub po nim. Istnieje tez taki jeden uklad, w ktérym te dwa zdarzenia zachodza
rownoczesnie.
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