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Wiadomosci wstepne

Geometria euklidesowa

Jest to klasyczna odmiana geometrii opisana po raz pierwszy przez
Euklidesa w dziele Elementy (z IV w. p.n.e.). Zebrat on cata
Owczesng wiedze matematyczna znang Grekom, dzi$ jego dzieto
przedstawia sie jako pierwszg znana aksjomatyzacje w historii
matematyki.

W ujeciu tradycyjnym, nazywanym geometrig syntetyczng,
geometria euklidesowa przedstawiana jest jako system
aksjomatyczny, w ktérym wszystkie twierdzenia musza wynika¢ z
aksjomatdw, czyli zdan przyjmowanych z géry jako prawdziwe.
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Wiadomosci wstepne

Aksjomaty Euklidesa

© Dowolne dwa punkty mozna potaczyé odcinkiem

© Dowolny odcinek mozna przedtuzy¢ nieograniczenie
(uzyskujac prosta).

© Dla danego odcinka mozna zaznaczy¢ okrag o srodku w
jednym z jego koncowych punktéw i promieniu réownym jego
dtugosci.

© Wszystkie katy proste sa przystajace.

© Przez dany punkt nienalezacy do danej prostej mozna

poprowadzi¢ jedna prosta roztaczna z danga prosta (postulat
réwnolegtosci, tzw. Postulat Euklidesa
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Wiadomosci wstepne

Aksjomaty Euklidesa
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Wiadomosci wstepne

Przestrzen euklidesowa

Przestrzen euklidesowa — przestrzen opisywana przez geometrie
euklidesowa. Model ten stanowi dobre przyblizenie przestrzeni
fizycznej, jesli za jej pomoca opisuje sie odlegtosci makroskopowe.
Nie nadaje sie do opisu przestrzeni fizycznej w odlegtosciach
bardzo matych (atomowych), gdy role zaczynaja odgrywac efekty
kwantowe lub w poblizu masywnych obiektéw astronomicznych
(np. Stonce, czarne dziury) - gdy role zaczynaja graé efekty
zakrzywienia przestrzeni i geometria staje sie nieeuklidesowa.
Jednowymiarowa przestrzen euklidesowa nazywa sie prosta
euklidesowa, a dwuwymiarowa — ptaszczyzna euklidesowa.
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Wiadomosci wstepne

Przestrzen euklidesowa

Kluczowa wtasnoscig przestrzeni euklidesowych jest ich ,, ptasko$¢”.
W geometrii wyrdznia sie inne przestrzenie, ktére nie sa
euklidesowe. Np. sfera jest przestrzenia nieeuklidesowa, gdyz katy
tréjkata na sferze sumuja sie do wartosci wiekszej niz 180 stopni,
inaczej niz na ptaszczyznie euklidesowe;j.

Geometria rozwaza przestrzenie wielowymiarowe. Dla danej liczby
naturalnej n istnieje doktadnie jedna przestrzen euklidesowa o
wymiarze n, za$ przestrzeni nieeuklidesowych wymiaru n jest
nieskonczenie wiele. Te ostatnie mozna konstruowal np. poprzez
deformacje przestrzeni euklidesowe;j.
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Wiadomosci wstepne

Wspoétczesna definicja przestrzeni euklidesowaej

Definiuje sie jako dwuwymiarowa rzeczywista przestrzen afiniczna
uzupetniong o iloczyn skalarny. W takim ujeciu ptaszczyzna
euklidesowa jest traktowana jako zbiér punktéw, ktérych wzajemnie
zaleznosci da sie wyrazi¢ jedynie za pomoca pojec odlegtosci i
kata. Opisanie ptaszczyzny euklidesowej w ten sposéb sprawia, ze
rozszerzenie geometrii na dowolne wymiary jest stosunkowo proste.

Dzisiejsza matematyka umozliwia tatwe uogdlnienie pojeé
odlegtosci i kata na cztero-, piecio-, a nawet wiecej wymiarowe
przestrzenie (nazywane hiperprzestrzeniami).
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Wiadomosci wstepne

Definicja przestrzeni euklidesowej wymiaru n

Niech dana bedzie przestrzen liniowa V wymiaru n nad ciatem liczb
rzeczywistych R , w ktorej okreslony jest standardowy iloczyn
skalarny (nazwany euklidesowym). Przestrzen afiniczna (E,V)
nazywa sie wéwczas przestrzenia euklidesowa wymiaru n.
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Co to jest rozmaitos¢?

Rozmaitosc¢

Jest to zbidr (Scislej: przestrzen
topologiczna), ktéry ma lokalnie
wiasnosci zbioru R” (przestrzeni
euklidesowej). Oznacza to, ze
kazdy punkt n-wymiarowej
rozmaitosci ma otoczenie, ktére
jest homeomorficzne ze zbiorem
R".

Jednowymiarowe rozmaitosci
zawieraja krzywe, np. okregi,
elipsy, parabole itp.
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Co to jest rozmaitos$¢ rézniczkowalna?

Definicja

Na zbiorze M jest okreslona struktura rozmaitosci rézniczkowalnej,
jesli M jest zaopatrzony w skonczony lub przeliczanlny zbiér map
tak, ze kazdy punkt z M jest przedstawiony na co najmniej jednej

mapie.
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Czym jest mapa?

Definicja

Mapa nazywamy obszar U w euklidesowe] przestrzeni
wspotrzednych q = (g1, ..., gn) wraz z wzajemnie jednoznacznym
odwzorowaniem ¢ na pewien podzbiér M, ¢: U— ¢ U C M.

Jagoda Wéjcik, Maciej Borowiec, Jacek Pabis Rozmaitosci rézniczkowalne



Czym jest mapa?

Definicja

Kazda z czterech map
odwzorowuje fragment okregu do . e
otwartego przedziatu i razem

obejmuja caty okrag. - \_/ -
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Mapy rozmaitosc¢

Jesli pewien punkt z M jest przedstawiony na dwéch mapach U,
U’, to jest tak réwniez dla pewnych otoczen V, V' tego punktu na
kazdej z map. Pojawia sie w ten sposéb odwzorowanie ¢t :V—
V' czesci jednej mapy V C U na innej mapy V' C U’
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Rozmaitosci rézniczkowalne

Jest to odwzororwanie obszaru V euklidesowej przestrzeni
wspotrzednych g na obszar V' euklidesowej przestrzeni
wspdtrzednych q’ i jest ono zadane przez uktad n funkcji n
zmiennych 9’ = q’(q) (g9 = q(q’)). Mapy U, U’ nazywamy
zgodnymi, jeéli funkcje te sa rézniczkowalne (1).
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Czym jest atlas?

Atlasem nazywamy zbidr
wzajemnie zgodnych map.

Ve
Dwa atlasy sa
réwnowazne, jesli ich suma P
mnogosSciowa znowu jest Bl
atlasem. —
Vs
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Co to jest rozmaitos$¢ rézniczkowalna?

Rozmaitos¢ rézniczkowalna jest klasa rownowaznosci atlaséw.
Bedziemy rozwazali jedynie rozmaitoéci spdjne (?). Wtedy liczba n
jest jedna i ta sama dla wszystkich map. Nazywamy ja wymiarem
rozmaitosci.
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Co to jest rozmaitos$¢ rézniczkowalna?

Otoczeniem punktu rozmaito$ci nazywamy obraz przy
przeksztatceniu ¢: U— M otoczenia przedstawienia tego punktu
na mapie U. Bedziemy zakfadali, ze kazde dwa rézne punkty
rozmaito$ci maja nie przecinajace sie otoczenia.
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Co to jest rozmaitos$¢ rézniczkowalna?
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Przyktad rozmaitosci

Sfera S = {(x,y,2): x> + y? + z2=1} ma strukture rozmaitoéci,
ktérej atlas tworza, na przyktad, dwie mapy (U;, ¢;, i=1, 2)
zadane przez rzuty stereograficzne(rys. 2). Analogiczna
konstrukcja daje sie zastosowaé do sfery n-wymiarowej

S" = {(X1y s Xnp1) 1 Do x2 =1}
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Przyktad rozmaitosci
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Rozmaitos¢ zanurzona

Rozmaitos¢ zanurzona

Méwimy, ze M jest podrozmaitoscig k -wymiarowa zanurzong w
przestrzeni euklidesowej E”, jesli w otoczeniu kazdego punktu

x € M istnieje uktad n - k funkcji i: U = R, ..., f_x: U= R
takich, ze przeciecie otoczenia U ze zbiorem M opisane jest
réwnaniami f; = 0, ...,f,_x = 0, a wektory grad fi, ..., grad f,_,
sa w punkgjie x liniowo niezalezne.
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Rozmaitos¢ zanurzona
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Rozmaitos¢ Riemanna

Definicja:

Jesdli M jest rozmaitosciag zanurzong w przestrzeni euklidesowej, to
metryka przestrzeni euklidesowej pozwala mierzyé na M dtugosc
tukéw, katy miedzy wektorami, objetos¢ itp. Wszystkie te wielkosci
mozna wyrazi¢ przez dtugosci wektoréw stycznych, czyli przez
dodatnio okreslong forme kwadratowa, zadana na kazdej
przestrzeni stycznej TM,

™, — R £ — <€ E> .
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Rozmaito$¢ Riemanna c.d.

Definicja:
Rozmaitos¢ &
rézniczkowalna, z ustalona dx
dodatnio okreslong forma ™,
kwadratowy <&, £> w ‘i
kazdej przestrzeni stycznej
TM,, nazywamy £

rozmaitoscia Riemanna, a
sam3 te forme kwadratowa
nazywamy metryka
Riemanna.

Metryka Riemanna
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Koniec

Dziekujemy za uwage
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