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Fraktale
Wstep

Fraktale to twory matematyczne, ktére charakteryzuje
samopodobienstwo, czyli podobienstwa catego zbioru do jego
elementéw. Ich najciekawsza grupa, sa te stworzone na
ptaszczyznie zespolonej. Obraz jest uzyskiwany przez iteracyjne
przeksztatcanie wczedniej uzyskanych wynikéow.
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Fraktale
Benoito Mandelbrot

Fraktal zostat wprowadzony do matematyki, dzieki francuskiemu
matematykowi i informatykowi polskiego pochodzenia - Benoita
Mandelbrota w latach 70-tych.

Rysunek: Benoito Mandelbrot
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Rysunek: Zuk Mandelbrota
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Fraktale

Zastosowanie

w informatyce:
@ Kompresja fraktalna
@ Tworzenie grafiki komputerowej

@ Powigkszanie obrazéw
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Fraktale

Zastosowanie

w innych dziedzinach nauk:

@ Modelowanie tworéw naturalnych dla celéw realistycznej
grafiki komputerowej

@ Badanie struktury tancuchéw DNA

@ Badanie nieregularnosci powierzchni
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Zbiér Mandelbrota

Mandelbrot set

24 Pazdziernika 2016
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/biér Mandelbrota

Wstep

W matematyce, zbiér Mandelbrota jest zdefiniowany jako zbiér punktéw C
w ztozonej ptaszczyznie, dla ktérych sekwencja liczb zespolonych okreslonej
przez rekurencje:

zo=0

2
Znyl = zn +p
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Zbior tworzg te punkty p € C dla ktérych cigg opisany réwnaniem
rekurencyjnym:
zo=0
Zny1l =25 +p
nie dazy do nieskonczonosci:
lim z, # colimp_o0 2p # 00
n—oo
Mozna wykazaé, ze jest to réwnowazne z:
vnGN|Zn| < 2vn€N|Zn| <2
Podsumowujac jednym zdaniem:
M= {p e C:Ven|zal <2}M = {p € C: Vyen|za| < 2}
Alternatywnie zbiér Mandelbrota definiuje sie jako punkty, ktére w rodzinie
zbioréw Julii dajg zbiory spéjne.
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Rysunek: Zbiér Mandelbrota
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Tworzenie

Kazdy kolejny wyraz ciggu bedzie tworzony przez dodanie wybranej statej
liczby C do kwadratu poprzedniego wyrazu. Taki cigg w zaleznosci od
liczby C moze by¢ ograniczony i zbiega¢ do jakiejs liczby, albo by¢
rozbiezny do nieskoriczonosci. Zbiér Mandelbrota bedzie zbiorem tych
wszystkich punktéw C dla ktérych cigg (zn) jest ciggiem ograniczonym.
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Jednakze, kiedy bedziemy pewni, ze dany ciag bedzie rozbiezny? Okazuje
sie, ze caty zbiér Mandelbrota zawiera sie w kole o promieniu réwnym dwa.
Jezeli ktérys z wyrazéw badanego ciggu wyjdzie poza ten okrag, to juz
jesteSmy pewni, ze ten ciag jest rozbiezny. Aby wiedzie¢ czy dany wyraz
wyszedt poza okrag musimy zbada¢ czy modut z tej liczby jest wiekszy badz
réwny promieniowi: |z|2

Zbiér Mandelbrota 24 Pazdziernika 2016 5/ 12



Samopodobieristwo

Samopodobienstwo zbioru Mandelbrota jest zadziwiajace, z kazdym
kolejnym przyblizeniem mozemy bez trudu dostrzec mniejsza kopie catego
skomplikowanego zbioru. Bardzo ciekawe w zbiroze Mandelbrota jest to, ze
jego brzeg ma wymiar fraktalny réwny D=2, czyli podobnie jak krzywe
wypetniajgce przestrzen, on tez bedzie wypetniat jakis fragment ptaszczyzny.
Jest to takze zbidr spéjny i zbiér domkniety.
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Benoit B. Mandelbrot (ur. 20 listopada 1924 w Warszawie, zm. 14
pazdziernika 2010 w Cambridge) — francuski matematyk.

Zajmowat sie szerokim zakresem probleméw matematycznych, znany jest
przede wszystkim jako ojciec geometrii fraktalnej, opisat zbiér Mandelbrota
oraz wymyslit samo stowo ,fraktal”. Mandelbrot zastanawiat si¢ jak wyglada
zbiér tych parametréw C, dla ktérych zbiér Julii jest spéjny. Odpowiedz na
to pytanie uzyskat przy uzyciu techniki komputerowej. Pierwsze obrazy tego
zbioru Mandelbrot opublikowat w 1980r, a grafiki te bardzo szybko obiegty
caty Swiat.
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Zastosowanie fraktali

- Kompresja obrazéw.

- Tworzenie grafiki komputerowej - przy pomocy algorytmu mozemy
generowa¢ zaréwno krzywe fraktalne jak i figury z nich ztoZzone, ktére w
rzeczywistosci wygladaja jak linie brzegowe, cate wyspy, géry czy chmury.
Zapamietujac jedynie dwa poczatkowe punkty i wysokosci tréjkatow,
mozemy zapamieta¢ dowolng tamang uzywajac stosunkowo niewielkiej ilosci
pamieci.

- Powiekszanie obrazéw — dzieki zastosowaniu algorytmu wykorzystujacego
fraktale, mozemy powieksza¢ dany obraz, poniewaz obraz bedzie miat
nieskoriczong rozdzielczosé. Brakujace fragmenty nie beda co prawda
odtwarzane doktadnie, lecz piksele stang sie punktami, a nie kwadratami
jak w grafice rastrowej.

- Badanie nieregularnosci powierzchni

- Opis proceséw chaotycznych zachodzacych w uktadach dynamicznych.

- Przetwarzanie i kodowanie obrazéw cyfrowych — kompresja fraktalna.

- Modelowanie tworéw naturalnych dla celéw realistycznej grafiki

komputerowe;.
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[potega 3]- [potega 4]-
[potega 5] - [potega 6]-

Rysunek: rézne potegi wigksze od 2
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Kolorowanie zbioru Mandelbrota

Warto jeszcze wspomnie¢ o tym jak przebiega kolorowanie zbioru
Mandelbrota (i pézniejszych innych zbioréw). Tworzac przyblizone obrazy
za pomocg komputer musimy ograniczy¢ sprawdzanie rozbieznosci.
Ograniczamy to w ten sposéb, ze ustalamy do ktérego wyrazu bedziemy
bada¢ rozbieznosé. Jezeli do ustalonego wyrazu nie bedziemy pewni czy
cigg faktycznie jest rozbiezny, to zaktadamy, ze jest on ciggiem zbieznym i
nadajmy temu punkowi C kolor na przyktad czarny. Dla pozostatych
punktéw C, czyli dla tych, dla ktérych cigg byt rozbiezny, bedziemy nadawac
kolor w zaleznosci od tego, w ktérym momencie nam "uciektz okregu.
Dzieki temu mozemy uzyskac¢ takie rezultaty jakie widzimy na animacjach.
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Tréjkat Sierpinskiego

Wstep

Jeden z najprostszych fraktali. Znany na dtugo przed powstaniem
pojecia fraktal. Zostat wprowadzony przez polskiego matematyka
Wactawa Sierpinskiego w 1915 roku. Tréjkat Sierpiniskiego jest
obiektem samopodobnym.

Rysunek: Wactaw Sierpinski

Trjkt Sierpiskiego



Tréjkat Sierpinskiego

Etapy powstawania Tréjkata Sierpinskiego

Rysujemy tréjkat réwnoboczny. Nastepnie taczymy Srodki bokéw
tréjkata. Wybrane punkty wraz z wierzchotkami tréjkata
poczatkowego wyznaczajg cztery mnigjsze trojkaty, z ktdrych
nalezy usunac tréjkat potozony w Srodku.

W otrzymanych tréjkatach, nalezy powtérzyé powyzsza operacje, w
wyniku ktérej otrzymujemy 9 trdjkatéw.
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Tréjkat Sierpinskiego

Etapy powstawania Tréjkata Sierpinskiego

Punkty powstajace po nieskonczenie wielu iteracjach tworza tréjkat
Sierpinskiego. Ponizej znajduje sie tréjkat Sierpinskiego po pigtym
kroku konstrukgcji. Posiada ona juz 243 trdjkaty.

Trjkt Sierpiskiego



Trojkat Sierpinskiego jako rezultat gry w chaos

Algorytm

Po zdefiniowaniu wierzchotkéw tréjkata oraz wylosowaniu punktu
startowego przechodzimy do tzw. gry w chaos. Algorytm wyglada
nastepujaco:

@ Losujemy wierzchotek.

@ Obliczamy wspétrzedne nowego punktu, lezgcego po Srodku
odcinka faczacego punkt startowy z punktem wierzchotkowym.

@ Rysujemy nowy punkt i traktujemy go jako punkt startowy.

@ Jezeli liczba punktéw jest mniejsza niz okreslona liczba iteracji
to idziemy to punktu pierwszego, jezeli nie to koniec.

Trjkt Sierpiskiego



Gra w zycie

Conway's Game of Life
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Gra w zycie

Wstep

Gra w zycie to jeden z pierwszych, a zarazem najbardziej znany przyktad
automatu komoérkowego. Algorytm ten zostat stworzony przez angielskiego
matematyka Johna Conway'a. Od lat wzbudza szczegdlne zainteresowanie
z powodu bardzo intrygujacych sposobdéw ewolucji struktur opisanych
przez Conway'a,
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Automat komoérkowy

Automat komoérkowy jest ztozonym systemem sktadajacym sie z
pojedynczych komérek, roztozonych obok siebie i wzajemnie na siebie
oddziatujacych — taki uktad przypominaszachownice.

Automat komoérkowy obejmuje skonczong siatke komérek. Kazda komérka
posiada swéj stan (np. stan wiaczony i stan wytaczony).

Stan komorki jest na biezaco aktualizowany synchronicznie wedtug regut
moéwigcych, ze stan komérki jest uzalezniony od standéw komérek jej
sasiadujacych - stan komoérki zalezy od jej obecnego stanu i stanu jej
sasiadéw. Kazda komérka jest doktadnie taka sama (jest kopig komorki
poprzedniej).
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Automat komoérkowy

Najpopularniejsze sposoby ewolucji

Sasiedztwo von Neumanna

Sasiedztwo Moore'a
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Gra w zycie

Symulacja

Swiat gry zbudowany jest w oparciu o dwuwymiarowa siatke komérek o
potencjalnie nieskonczonej wielkosci. Kazda z komérek moze znajdowac sie
w jednym z dwéch stanéw: komérka moze byé zywa lub martwa. Kazda z
komoérek wchodzi w interakcje ze swoimi oSmioma sasiadami (komorki
utozone w sasiedztwach poziomym, pionowym i diagonalnym).
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Gra w zycie

Symulacja po kilku iteracjach
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Gra w zycie

Algorytm

Podczas kazdej iteracji wykonywane sg nastepujace kroki:
o Kazda zywa komérka, ktéra ma mniej niz dwéch zywych sasiadéw
umiera — symulacja braku réznorodnosci w obrebie gatunku;
o Kazda zywa komérka, ktéra posiada dwédch lub trzech zywych
sgsiadéw zostaje zachowana do momentu nastepnej iteracji;
o Kazda zywa komérka, ktéra posiada wiecej niz trzech zywych
sgsiadéw umiera — symulacja przeludnienia, przepetnienia populacji;
@ Wszystkie martwe komérki z doktadnie trzema zywymi sasiadami
staja sie zywa komoérka — symulacja reprodukgji.
System potrzebuje warunkéw poczatkowych (tzw. ziarno), aby poprawnie

funkcjonowad.
Powyzsze reguty sa powtarzane z kazdj iteracja.
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Gra w zycie

Formy

hlock

Python

Mozliwe ,formy zycia”:

tub

ship  aircraft carrier beehive

long boat eater, fishhook  loaf

Gra w zycie
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Dziekujemy za uwage!
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