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1 Wprowadzenie

Gléwna cecha fraktali jest samopodobienstwo. Matematycznie mozna zdefinio-
waé¢ samopodobienstwo, jako wilasciwosé statystycznego podobienstwa catego
zbioru do jego elementéw (jednego, lub kilku). Analizujac ten problem od stro-
ny pojedynczego elementu, caly zbior jest efektem jego ,,paczkowania’, czy tez
samokopiowania.

2 Historia

Fraktal zostal wprowadzony do matematyki, dzieki francuskiemu matematykowi
1 informatykowi polskiego pochodzenia - Benoita Mandelbrota w latach 70-tych.
Uczony opracowal znany zbiér(nazwany na jego cze$é¢ Zukiem Mandelbrota).

Rysunek 1: Benoito Mandelbrot



Rysunek 2: Zuk Mandelbrota

Mandelbrot dzieki wizualizacji uczynil z fraktali przedmiot intensywnych
badan. O zainteresowaniu ta dziedzina zadecydowaly zastosowania w réznych
dziedzinach.

3 Przestrzen zespolona

Najciekawsza grupa fraktali, sa te stworzone na plaszczyznie zespolonej. Tu-
taj takze obraz jest uzyskiwany przez iteracyjne przeksztalcanie wczesniej uzy-
skanych wynikow, jednakze tym razem operujemy na liczbach zespolonych, a
zamiast przeksztalcen afinicznych korzystamy z wielomianéw zespolonych, np.

flz)=2"+c (1)

Wilasno$ciami tego przeksztalcenia zajmowal sie w latach 30 XX wieku Ga-
ston Julia - matematyk francuski, ktéry badal uktady dynamiczne, w szczegdl-
nosci iteracje funkcji kwadratowej na plaszczyznie zespolonej.

Rysunek 3: Gaston Julia
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Zastosowanie fraktali

Informatyka

Kompresja fraktalna to system kompresji stratnej opierajacy sie na wyko-
rzystaniu fraktali do reprezentacji danych. Uzywany jest prawie wylacznie
do kompresji obrazéw.

Tworzenie grafiki komputerowej przy pomocy algorytmu mozemy gene-
rowaé zaréwno krzywe fraktalne jak i figury z nich zlozone, ktore w rze-
czywistosci wygladaja jak linie brzegowe, cale wyspy, gory czy chmury.
Zapamietujac jedynie dwa poczatkowe punkty i wysokosci tréjkatéw, mo-
zemy zapamieta¢ dowolna tamang uzywajac stosunkowo niewielkiej ilosci
pamieci.

Powiekszanie obrazow — dzieki zastosowaniu algorytmu wykorzystujace-
go fraktale, mozemy powigksza¢ dany obraz, poniewaz obraz bedzie mial
nieskonczona rozdzielczo$¢. Brakujace fragmenty nie beda co prawda od-
twarzane doktadnie, lecz piksele stana sie punktami, a nie kwadratami jak
w grafice rastrowej.

Inne zastosowania fraktali
badanie nieregularnosci powierzchni
opis procesow chaotycznych zachodzacych w ukladach dynamicznych
przetwarzanie i kodowanie obrazéw cyfrowych — kompresja fraktalna

modelowanie tworéw naturalnych dla celow realistycznej grafiki kompute-
rowej

badanie struktury tancuchéw DNA

badanie samopodobnych struktur harmonicznych wystepujacych w muzy-
ce

Zasady tworzenia

Kazdy fraktal powstaje poprzez zastosowanie jednej z metod konstrukeji takich
jak L-System lub IFS. Ze wzgledu na przestrzen tréjwymiarowa, w ktorej zo-
staly skonstruowane opisane nizej fraktale, zostala uzyta metoda IFS (z ang.
Iterated Function System), zwana tez systemem funkcji iterowanych, systemem
iterowanych kontrakeji albo przeksztalcen zwezajacych. Jest to rodzina funkc;ji,
za pomoca ktorej konstruuje sie fraktale samopodobne.

IFS znajduje zastosowanie w zagadnieniach kompresji fraktalej. Przeksztal-
cenie afiniczne (liniowe) to kazde przeksztalcenie jednego zbioru punktéw na



drugi, przy ktérym proste przechodza w proste, proste rownolegte w réwnole-
gle, ale dlugosci odcinkéw i katy moga sie zmieniaé. Kazdy punkt (wlasciwie
jego wspdlrzedne (x, y)) poddawany kolejnym transformacjom afinicznym od-
powiednio do zadanych parametrow jest: skalowany, obracany, przesuwany, od-
bijany, $ciskany i rozciggany. Dla przyktadu przesuniecie punktu opiera si¢ na
dodawaniu (odejmowaniu) wartosci stalych do wspétrzednych punktu, by w ten
sposéb uzyskaé wspélrzedne obrazu punktu. Transformacje polegaja w istocie
na szeregu mnozen i dodawan powtarzanych (iterowanych) na wspélrzednych
punktu. Gdy zatem na przyktad na plaszczyznie dwuwymiarowej wybierzemy
dowolny punkt(x, y), a poniewaz fraktale opisane sa za pomoca pewnej liczby
przeksztalcen afinicznych oraz odpowiadajacym tym przeksztalceniom praw-
dopodobienstw, wybrany punkt zostaje przetransmformowany wedlug losowo
wybranego przeksztalcenia. W rezultacie czego otrzymuje sie nowy punkt(x’,
y’). Z nowym punktem dzieje si¢ podobnie i z kazdym kolejnym tez, a ciag tych
punktow zbiega do punktu stalego ukladu odwzorowan.

Najprostsza metoda tworzenia fraktali jest wykorzystanie zbioru przeksztal-
cen afinicznych bedacych przeksztalceniami zwezajacymi. Transformujac dowol-
ny, niepusty zbiér S zgodnie z regula (tworzac ciag zbiordw):

n

Sk = Fi(Sk-1) (2)

1=0

W granicy:

S, = lim S (3)

a k—oo

uktad, ktory w szczegdlnosci moze by¢ fraktalem. Zbiér nazywamy w tym
przypadku systemem przeksztalcen iterowanych (IFS).



Fraktal Mandelbrota

24 Pazdziernika 2016

1 Wstep

W matematyce, zbiér Mandelbrot jest zdefiniowany jako zbior punktéw C w
zlozonej plaszczyznie, dla ktorych sekwencja liczb zespolonych okreslonej przez
rekurencje:

zZ0 = 0
Zni1 = 22 + p jest ograniczona.

Zbiér Mandelbrota zostal odkryty przez Gaston Julia i Pierre Fatoul przed
1T wojng $wiatows. Jego definicja i jego obecna nazwa jest zastuga Adrien Do-
uady w holdzie dla spektakli, ktéry zlozyl Benoit Mandelbrot w 1980 Zestaw
ten umozliwia indeks Julia, okresla on kazdy punkt plaszczyzny zespolonej jest
innym zbiorem Julia. Punkty zbioru Mandelbrota odpowiadaja dokladnie Julia
zwiazanych zestawOw i tych spoza odpowiadaja niezwiazanej z Julia. Alterna-
tywnie zbiér Mandelbrota definiuje sie jako punkty, ktére w rodzinie zbioréw
Julii daja zbiory spdjne.

2 Historia

Rysunek 1: Benoit Mandelbrot 2007



Zbiér Mandelbrota ma swoje korzenie w ztozonej dynamiki, obszar rozliczone
przez francuskich matematykéw Pierre Fatou i Gaston Julia na poczatku XX
wieku.

Pierwszy wystep tego zestawu pojawil sie w 1978 roku w artykule Roberta
Brooksa i Peter Matelski.

Pierwszego marca 1980 roku w centrum Thomas J. Watson IBM Research (w
Nowym Jorku), Benoit Mandelbrot uzyskan! po raz pierwszy, wizualizacje kom-
puterowa tego zbioru. Mandelbrot studiowal parametry przestrzeni ztozonych
wielomianowych kwadratowych w artykule opublikowanym w 1980. W 1984 roku
badanie zbioru Mandelbrota tak naprawde zaczelo sie od pracy Adrian Douady
i Johna H. Hubbard ktéra ustanawia swoje podstawowe wlasciwosci i nazwal
na czes¢ zbioru Mandelbrota. W 1985 roku matematycy Heinz-Otto Peitgen
oraz Peter Richter opublikowali zdjecia zbiéru Mandelbrota w wysokiej jakosci
obrazu, ktére wszczasnely calym $wiatem.

3 Teoria
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Rysunek 2: Pierwszy wydany obraz zbioru Mandelbrota, przez Roberta Brooks
i Petera W. Matelski w 1978 roku

Ogdlna teoria stworzona przez Pierre’a Fatou i Gaston Julia na poczatku
XX wieku, zwigzana jest z dowolna funkcja (wystarczajaco regularna) F (z, c¢)
(o ztozonych argumentach i wartodciach) Zestawy Julia Jc okreslone (dla stalej
c)jako granica zbioréw a zlozonych takich, ze: 20 = a i Zn + 1 = f (Zn, ¢)
zostaje ograniczona, dla okreslonej funkcji f (Z, C) = Z2 + ¢ Okre$lamy zbidér



mandelbrota jako zbiér ¢ dla ktoérych Jc jest potaczona. Fatou i Julia udowod-
nily, ze ta definicja odpowiada wartosciom podanym na wstepie, to znaczy, C
nalezy do M, wtedy i tylko wtedy, jesli sekwencja (Zn) okresla z0 = 01 Zn + 1
= Zn2 + ¢ pozostaje ograniczona (modul);pozostajac w liczbach rzeczywistych,
nawiazujemy wiec do wspolrzednych punktéw (a, b) tak, ze te dwie sekwencje
(xn) i (yn) okreslona przez rukurencje : x0 = y0 = 0 et xn+1 = xn2 — yn2 + a
; yn+1 = 2xnyn + b (pozostaja ograniczone)

4 Konstrukcja

Zbiér tworza te punkty p € C' dla ktérych cigg opisany rownaniem rekurencyj-
nym :

20 :{OZn_H = 22 + p nie dazy do nieskoficzonosci: lim,, .o 2, # 00 Mozna wyka-
zaé, ze jest to réwnowazne z: Ve n|z,| < 2 Podsumowujac jednym zdaniem: M
= {p € C : Vyen|zn| < 2} Alternatywnie zbiér Mandelbrota definiuje sie jako
punkty, ktére w rodzinie zbioréw Julii daja zbiory spojne.

5 Zoom

Za pomoca komputera mozna wykresli¢ przyblizone obrazy zbioru Mandelbrota.
Obrazy takie przedstawiaja zamieszczone rysunki. Aby uzyskaé taki obraz dla
kazdego punktu p oblicza sie pewna liczbe poczatkowych wyrazéw ciggu zn.
Decyduje sie, ze punkt nalezy do zbioru jezeli dla wszystkich (w szczegdlnosei
dla ostatniego) wyrazéw tego podciagu spelniony jest warunek — z,| < 2. Jest
to tym samym obraz przyblizony. Okazuje si¢ jednak, ze efekt przyblizenia jest
widoczny tylko w duzych powiekszeniach. Zbiér Mandelbrota zawiera sie (jest
podzbiorem ) kazdego przyblizenia. Dla kazdego z punktéw nie nalezacych do
zbioru mozna okresli¢ liczbe m:

Vom|2n| < 2

Jest to liczba poczatkowych wyrazoéw ciagu zn, ktére spelniaja powyzszy wa-
runek. Poniewaz podczas wyznaczania obrazu przyblizonego liczba m jest uzy-
skiwana niejako ”za darmo”, czesto wykorzystuje sie ja do zabarwiania punktéw
nie nalezacych do zbioru Mandelbrota. Kazdej z warto$ci m przyporzadkowuje
sie pewien kolor.

6 Uogodlnienia i odmiany

Zbior Mandelbrota mozna uogdélnié¢ dla poteg d wyzszych od 2 dla Z zd + c.
Takie uogdélnienia sa czasami nazywane ”multibrot”, ale niektérzy autorzy (jak
McMullen), twierdza, ze stowo ”Mandelbrot set” powinno réwniez odnosié si¢
do tych uogdlnien. W 3 wymiarach, nie istniejg ciala struktér poréwnywalnych
do liczb zespolonych, wiec nie ma przedtuzen ”naturalnych”. Nalezy jednak pa-
mietaé o ekspansji Daniela biaty z roku 2009, zwanego ”Mandelbulb23”. W 4



Rysunek 3: Poczatkowy zbiér Mandelbrot. Bedziemy Dokonywaé przyblizenia
wybranych obszarow

Rysunek 4: nazywamy to miejsce: doling konika morskiego - (obszar w okolicy
punktu -0.75 + 0.1i), ponizej przyblizenie jednej ze struktur w dolinie konika
morskiego

rozmiarach, przedhuzenia naturalne zostaly przestudiowane przez Johna Holbro-
ok roku 1987.



Rysunek 5: Po lewej stronie mamy podwdjne spirale, po prawej stronie ”koniki
morskie”. przyblizamy na jedna z nich.

Rysunek 6: "konik morski” gltowa w dél, sktada sig¢ z 25 "anten” sktadajacych
sie z dwéch grup 12 i widkna taczacego

Rysunek 7: Koniec ogona, nawinigta spiralnie, jest takze waznym miejscem Mi-
siurewicz.Przyblizamy do gérnej czesci obrazu.



Rysunek 8: Czesé ogona. Ta ztozona struktura sktada sie z jednej Sciezki prowa-
dzacej do czubka ogona. Zbiér Mandelbrota jest catkowicie polaczony ze soba,
co oznacza, ze nie istniejg zadne petle lub wyspy.

Rysunek 9: Pojawia si¢ drugi ”satelita” w samym srodku.Przyktad samopo-
dobienstwa: Granica zestawu Mandelbrota zawiera nieskonczona liczbe kopii
samych siebie. Gdziekolwiek by$my powiekrzyli znajdziemy chociaz jedno sa-
mopodobienstwo.

Rysunek 10: Kazdy z tych pierécieni sktada sie z podobnych spirali. Ich liczba
rosnie potegujac o 2.



Rysunek 12: ”Dolina konikéw morskich” satelity. Wszystkie napotkane struktu-
ry juz wezedniej pojawiajg sie ponownie.

Rysunek 13: Podwdjne spirale i koniki morskie. W odréznieniu od pierwszej
doliny jest wypelniona, a ponadto ma lekka strukture spiralna.W satelicie rzedu
n koegzystuje n+1 réznych typéw struktor. Dla tego satelity rzedu pierwszego
koegzystuja dwie rézne typy struktor.



Rysunek 15: Te lekkie konstrukcje przypominajace niektére Zbiory Julii

Rysunek 16: Ten podwdjny hak przypomina ponownie spiralny ksztalt ogona
konika morskiego.



Rysunek 17: Wysepki pojawiaja sie w sposob pylu Cantora. Ogélnym ksztal-
tem jest zbiér w Julii Jc.Jednak w przeciwienstwie do zestawu Julia, te punkty
sg polaczone, poniewaz nadal jesteSmy w zbiorze Mandelbrota. Ogdlna postaé
tego zestawu nie jest zgodna z Julia ustawionej dla tej pozycji. Jest to zestaw
Julia taki, ktéry chcielibySmy zdoby¢ gdyby$my wybrali na poczatku naszych
poszukiwan, pobliskiego punktu podwdjnej spirali zamiast konika morskiego.

[potega 3] - [potega 4] -
- [potega 6] -

Rysunek 18: rézne potegi wigksze od 2

[potega 5]



Trojkat Sierpinskiego

24 pazdziernika 2016

1 Trojkat Sierpinskiego

Tréjkat Sierpinskiego (znany réwniez jako uszczelka Sierpinskiego)- jeden z naj-
prostszych fraktali. Znany na diugo przed powstaniem pojecia fraktal. Zostal
wprowadzony przez polskiego matematyka Wacltawa Sierpinskiego w 1915 roku.
Tréjkat Sierpinskiego jest obiektem samopodobnym.

Rysunek 1: Waclaw Sierpinski

1.1 Etapy powstawania tréojkata Sierpinskiego

Rysujemy trojkat réwnoboczny T na plaszczyznie. Laczymy Srodki bokéw tréj-
kata. Wybrane punkty razem z wierzchotkami tréjkata poczatkowego wyzna-
czaja cztery mniejsze trojkaty T1, T2, T3 i S, gdzie érodki krawedzi sa wierz-
chotkami tréjkata S (S traktujemy jako zbiér otwarty a tréjkaty Ti za zbiory
domkniete) Nastepnie usuwamy tréjkat potozony w srodku.

Kazdy trojkat Ti dzieli si¢ na cztery mniejsze tréjkaty Ti, 1, Ti,2 , Ti,3 1 Si
i tak dalej.



Punkty powstajace po nieskonczenie wielu iteracjach tworza trojkat Sierpin-
skiego. Ponizej znajduje sie trdjkat Sierpinskiego po piatym kroku konstrukcji.

Posiada ona juz 243 trojkaty.
A,

£alh

1.2 Tréjkat Sierpinskiego jako rezultat gry w chaos

Ustalamy punkty wierzcholkéw (1, 2 i 3) zwane punktami bazowymi. Nastepnie
wybieramy dowolny punkt zn = (xn, yn) (punkt poczatkowy) i rysujemy go na
ekranie.

Losujemy jeden z wierzcholtkéw a nastepnie obliczamy wspoélrzedne nowego
punktu zn=n+1, lezacego po érodku odcinka laczacego punkt startowy zn z
punktem wierzchotkowym. Rysujemy nowy punkt i traktujemy go jako punkt
startowy.

Dla tréjkata przyporzadkowujemy punktom bazowym wspodirzedne: P1 =
(al,bl ), P2 = (a2,b2 ), P3 = (a3,b3 ), k przyjmuje wartosci 1,2,3. Wspdlrzedne
nowego punktu mozemy wyrazi¢ wzorem:

Zn1 = (Tnit, Ynt1) (1)
gdzie:
1 n 1 @)
Tpn+1 = an 2ak:
1 1
ntl = =Yp + =b 3
Yn+1 = 5Yn + 50 (3)



Gra w zycie
(Conway’s Game of Life)

24 pazdziernika 2016

Gra w zycie to jeden z pierwszych, a zarazem najbardziej znany przykltad
automatu komoérkowego. Algorytm ten zostal stworzony przez angielskiego ma-
tematyka Johna Conway’a. Od lat wzbudza szczegdlne zainteresowanie kolejnych
pokolen studentéw z powodu bardzo intrygujacych sposobéw ewolucji struktur
opisanych przez Conway’a,

1 Automat komérkowy

Automat komoérkowy jest zlozonym systemem skladajacym sie z pojedynczych
komorek, roztozonych obok siebie i wzajemnie na siebie oddzialujacych — taki
uktad przypomina szachownice.

Automat komérkowy obejmuje skoficzong siatke komodrek. Kazda komoérka po-
siada swéj stan (np. stan wlaczony i stan wylaczony).

Stan komérki jest na biezaco aktualizowany synchronicznie wedlug regut moé-
wiacych, ze stan komorki jest uzalezniony od stanéw komorek jej sasiadujacych
- stan komorki zalezy od jej obecnego stanu i stanu jej sasiadéow. Kazda komérka
jest dokladnie taka sama (jest kopia komorki poprzedniej).

Najpopularniejsze sposoby ewolucji automatéow komérkowych:

Rysunek 1: Sasiedztwo von Neumanna



Rysunek 2: Sasiedztwo Moore’a

2 Gra w zycie - zasady

Swiat gry zbudowany jest w oparciu o dwuwymiarowa siatke komérek o poten-
cjalnie nieskoniczonej wielkosci. Kazda z komérek moze znajdowaé sie¢ w jednym
z dwéch standow: komérka moze byé zywa lub martwa. Kazda z komoérek wcho-
dzi w interakeje ze swoimi o$mioma sasiadami (komérki utozone w sasiedztwach
poziomym, pionowym i diagonalnym).

Rysunek 3: Symulacja po kilku iteracjach

Podczas kazdej iteracji wykonywane sa nastepujace kroki:

e Kazda zywa komorka, ktéra ma mniej niz dwbdch zywych sagsiadéw umiera
— symulacja braku réznorodnosci w obrebie gatunku;

e Kazda zywa komérka, ktora posiada dwéch lub trzech zywych sasiadow
zostaje zachowana do momentu nastepnej iteracji;



e Kazda zywa komorka, ktora posiada wiecej niz trzech zywych sasiadéw
umiera — symulacja przeludnienia, przepelnienia populacji;

o Wszystkie martwe komodrki z dokladnie trzema zywymi sasiadami staja
sie zywa komérka — symulacja reprodukc;ji.

System potrzebuje warunkéw poczatkowych (tzw. ziarno), aby poprawnie
funkcjonowac.

Powyzsze reguly sa powtarzane z kazdg iteracja.

Mozliwe ,formy zycia”:
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Rysunek 4: Mozliwe formy

Conway poczatkowo uwazal, ze nie ma takiej formy i warunkéw poczatko-
wych, ktére umozliwialyby nieskonczone trwanie symulacji.
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