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1 Jednowymiarowy model Isinga

Jest to liniowy tancuch N spinéw mogacych przyjmowaé wartosci :t%h. Mikro-
stanem ukladu jest zbiér zmiennych

o; = %1, gdzie i=1,2,...,N (1)

Okredlaja one czy ¢ — ty spin jest skierowany w gore, czy w dél. Zazwyczaj
zaklada sie periodyczne warunki brzegowe.

Geometrycznie oznacza to, ze tancuch spinéw zostal zwiniety w kétko. Istnie-
je oddzialywanie pomiedzy najblizszymi sasiadami. Jego energia zalezy od tego
czy sasiednie spiny sg réwnolegle, czy tez ustawione w przeciwnych kierunkach.
Energia oddzialywania réwnoleglych spindéw wynosi €, a energia oddzialywania
spinéw o przeciwnych kierunkach wynosi €. Przyjmijmy

e<¢€ (2)

to znaczy, ze oddzialywanie faworyzuje spiny rownolegte.

Analiza wynikow dla tego przypadku nie wykazala jednak przejscia fazowego,
ktore ujawnito sie dopiero dla sieci dwuwymiarowej. Jako pierwszy dokonal tego
Onsager w 1944 roku.

2 Dwuwymiarowy model Isinga

Model Isinga jest prostym modelem ferromagnetyzmu. Zaktada sie w nim istnie-
nie sieci w wezlach ktoérej zlokalizowane sa spiny s; (lub momenty magnetyczne)
oddzialujace z najblizszymi sasiadami i ewentualnie z zewnetrznym polem ma-
gnetycznym. Kazdy ze spinéw moze przyjmowaé wartosé¢ +1 (spin skierowany
do géry) lub —1 (spin skierowany w dét). Energia zalezy od konfiguracji spinéw
{s:} 1 dana jest wzorem:



Rysunek 1: Jednowymiarowy model Isinga

E({Sz}) = —JZ §i85 — hz Si, (3)
(ig) i

gdzie J jest stala sprzezenia, (ij) oznacza sumowanie po parach najblizszych
sasiadéw, h jest zewnetrznym polem magnetycznym (zawiera w sobie czynnik
gup Gdy J > 0 energia jest minimalna przy wszystkich spinach ustawionych w
tym samym kierunku (ferromagnetyzm); jesli J < 0 energia jest minimalizowana
przez taka konfiguracje spinéw, w ktérej kazdy spin ma najblizszych sasiadéw
skierowanych w przeciwnym kierunku niz on (antyferromagnetyzm).Okazuje sie,
ze nie dla wszystkich sieci taka konfiguracje mozna zrealizowaé¢ - dochodzi wow-
czas do frustracji, np. w przypadku sieci tréjkatnej. Bada si¢ takze przypadek,
w ktérym sprzezenie J nie jest stale, tylko zmienia si¢ dla réznych par spinéw,
przyjmujac wartosdci losowo wartodci dodatnie i ujemne. Uklad taki nazywany
jest szklem spinowym. W dalszej czeéci bedziemy zaktadaé, ze J > 0, czyli
mamy do czynienia z ferromagnetycznym modelem Isinga.
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Rysunek 2: ulozenie spindéw

Model Isinga udalo sie¢ rozwiazaé dokladnie w jednym i dwéch wymiarach.
Ciekawe jest zwlaszcza rozwiazanie w dwoch wymiararach, gdyz wykazuje obec-



no$¢ przejécia fazowego. Jego temperatura wynosi:

kple _ 2 ~ 2.269 (4)
J In(v2+1)

Rozwiazanie to, znalezione przez Onsagera pozwala wyliczy¢ nie tylko tem-
perature krytyczna, ale miedzy innymi temperaturowa zaleznos¢ magnetyzacji
(M), ciepta wlasciwego (C') czy energii U. Ponizsze wykresy przedstawiaja wla-
$nie te wielkosci.
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Rysunek 3: temperaturowa zaleznoséi: magnetyzacja (M), cieplo wlasciwe (C),
energii U

Suma statystyczna modelu Isinga dana jest przez

exp(—E({si})
S ®
{si}
gdzie E({s;}) jest energia przy danej konfiguracji spinéw {s;}, a sumowa-
nie przebiega po wszystkich moziwych konfiguracjach. Zgodnie z podstawami
mechaniki statystycznej prawdopodobienstwo, ze uklad bedzie w stanie danym
przez konkretna konfiguracje {s;} dane jest jako

Pl(o) = B T 6

Wygodnie jest wprowadzié oznacznie 3 = (kpT)~!. Rézniczkowanie Z po 3
daje

5 =~ 3 Bllsenp(~BE(s)) = -2 - B(s)PUs)) = -2 < E >
{si} {si}

(7)

Stad érednia energia uktadu

olnZ
< E >= T (8)

Podobnie druga pochodna sumy statystycznej wzgledem ( daje



2>, 10°2
<E>=Zo5 (9)

Ciepto wlasciwe

O<E> _ _ﬁa <E>_ éﬁ(laﬁ) - ﬁ{l@QZ _ i(%ﬂ
or T 03  Top zZop’ T Zopr 7203
(10)
Stad cieplo wladciwe proporcjonalne jest do wariancji energii (twierdzenie
dyssypacyjno-fluktuacyjne):

Cnu =

Cou = §(< E?> - < E >?%) (11)

W analogiczny sposéb mozna wyrazi¢ podatno$é¢ magnetycznag poprzez wa-
riancje magnetyzacji M:
x:wzﬁ(<M2>—<M>2) (12)
oOH
Oba powyzsze wyrazenia beda wykorzystywane przy symulacjach Monte
Carlo modelu Isinga.

3 Przewidywane zachowanie ukladu

Energia swobodna dana jest wzorem laczacym energie wewnetrzng E |, tempe-
rature T oraz entropie S:

F=—kpTinZ =< E > —TS (13)

Uktad osigga stan rownowagi termodynamicznej poprzez minimalizacje F'.

e w niskich temperaturach dominuje pierwszy wyraz, wiec uklad dazy do
minimalizacji energii wewnetrznej. Moze to zrobi¢ poprzez zgodnie réw-
nolegle ustawienie wszystkich spinéw. Oczywiscie entropia takiego stanu
jest bardzo mala, ale poniewaz wchodzi ona do wzoru na energie swobod-
na ponozona przez (niska) temperature, nie odgrywa to wigkszej roli. Jest
to stan, w ktorym magnetyzacja uktadu jest maksymalna.

e w wysokiej temperaturze dominuje wyraz TS, wiec z punktu widzenia
energii swobodnej ”oplaca si¢” nieuporzadkowanie spinéw, ktére daje wy-
soka entropie. Oczywiscie odbywa sie to kosztem energii wewnetrznej, ale
poniewaz entropia jest mnozona przez (wysoka) temperature, taki stan ma
nizsza energie swobodna. Ze wzgledu na losowy rozklad spinéw wypadko-
wa magnetyzacja jest bliska zeru.



e w pewnej posredniej temperaturze nastepuje przejscie fazowe pomiedzy fa-
zami ze spinami uporzadkowanymi i nieuporzadkowanymi. W nieobecnosci
zewnetrznego pola magnetycznego temperatura ta dla dwuwymiarowego
modelu Isinga dana jest przez rozwiazanie Onsagera T, ~ 2.269 . Zgod-
nie z teoria przejsé fazowych drugiego rodzaju pochodne energii swobod-
nej wzgledem temperatury i pola magnetycznego sa nieciaglte w punkcie
przejécia fazowego. Poniewaz cieplo wlasciwe i podatno$é¢ sa funkcjami
tych pochodnych, w temperaturze przejscia staja sie rozbiezne.

4 Symulacje Monte Carlo

Idea symulacji Monte Carlo dla modelu Isinga polega na wygenerowaniu od-
powiedniego zespolu stanéw ukladu spinéw i wykonaniu pomiaréw na elemen-
tach tego zespolu. Poniewaz dla N — wzowego modelu Isinga mozliwych jest
2N konfiguracji spinéw, w wiekszosci przypadkéw niemozliwe jest wygenerowa-
nie wszystkich mozliwych stanéw i trzeba ograniczy¢ sie do reprezentatywnej
préby, w ktorej stany wystepuja odpowiednimi prawdopodobienstwami. Praw-
dopodobienstwo, ze uklad znajduje sie w stanie o energii F, dane jest przez

P, = . (14)

Jedli udaloby sie wygenerowaé zesp6l w ktérym poszczegdlne stany wcho-
dza z prawdopodobienstwem okreslonym powyzszym wzorem, obliczenie Sred-
niej energii czy sredniej magnetyzacji sprowadzitoby sie do obliczenia $redniej
arytmetycznej energii czy magnetyzacji dla poszczegdlnych sktadnikéw zespotu:

1 N

<E>= ;Ea (15)
1 N

<M>= QZIMQ (16)

Problem polega na tym, ze do obliczenia prawdopodobienstwa P, potrzebna
jest suma statystyczna Z, a we wzorze na nia jest sumowanie po wszystkich
mozliwych konfiguracjach spinu. Uzywajac wspdtczesnych komputeréw oblicze-
nie jej juz dla uktadu 3232 przekraczaloby czas istnienia wszech$wiata.

5 Algorytm Metropolisa
Okazuje sie, ze zespol zawierajacy stany z odpowiednim prawdopodobienstwem
mozna wygenerowaé bez obliczania sumy statystycznej. Postuzy¢ sie mozna al-

gorytmem Metropolisa:

1. Ustalamy temperature T' oraz pole magnetyczne h.



2. Generujemy stan poczatkowy (np. z losowo skierowanymi spinami, albo
wszystkimi spinami ustawionymi tak samo).

3. Obliczamy energie uktadu F;. wybieramy jeden z weztéw uktadu i obra-
camy w nim spin.

4. Wyliczamy nowa energie Fs i réznice energii AE = Ey — Ey .
5. Jedli AE < 0 akceptujemy nowa konfiguracje (dotaczamy ja do zespotu).

6. Jesli AE > 0 generujemy losowa liczbe r o rozkladzie jednorodnym po-
miedzy 0 i 1.

7. Jedli exp(AE/kgT) > r akceptujemy nowa konfiguracje; w przeciwnym
wypadku spin obrécowny w punkcie 4

8. Powracamy do punktu 4.

Punkty od 4 do 9 tworza tzw. krok Monte Carlo.

Poniewaz wygenerowany w punkcie 2 stan poczatkowy moze nie by¢ stanem
réwnowagowym, przed rozpoczeciem ”pomiaréw” nalezy punkty od 4 do 9 po-
wtérzyé odpowiednig ilosé razy. Moéwimy wowczas o termalizacji uktadu. Ilosé
niezbednych krokow termalizacji zalezy od stanu poczatkowego, od temperatury
i od rozmiaru ukladu. Najtatwiej poznaé, ze uklad juz jest w stanie rownowago-
wym na podstawie wykreséw energii lub magnetyzacji w funkcji numeru kroku
Monte Carlo. Rysunek obok ilustruje proces termalizacji na przykladzie magne-
tyzacji. Symulacja rozpoczela sie od stanu nieuporzadkowanego (z losowo usta-
wionymi spinami). Widaé, ze w temperaturze T = 3.0 (w jednostkach J/kp ,
niebieska linia) uktad praktycznie nie wymaga termalizacji, bo przy tak wysokiej
temperaturze jest on w stanie rownowagi nieuporzadkowany. W temperaturze
T = 2.0 (czerwona linia) uklad osiggnal stan réwnowagi po ok. 1200 krokach
Monte Carlo, natomiast w 7' = 1.5 (czarna linia) juz po ok. 1250 krokach.
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Rysunek 4: krok Monte Carlo



Po zakonczeniu procesu termalizacji mozna rozpoczaé¢ ”pomiary”. Poniewaz
stany generowane w kolejnych krokach Monte Carlo réznig sie jedynie kierun-
kiem jednego spinu nie nalezy wykonywac¢ ”pomiaréw”, czyli obliczaé np. energii
czy magnetyzacji, w kazdym kroku. Obliczenia nalezy wykonywaé jedynie dla
stanéw, pomiedzy ktérymi wystepuje liczba krokéw na tyle duza, zeby kolejny
stan byl niezalezny od stanu poprzedniego, tzn. odlegto$é¢ tych stanéw powin-
na by¢ wieksza od tzw. czasu autokorelacji. Dla niewielkich uktadéw zazwyczaj
wystarcza kilkaset krokéw Monte Carlo.
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