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@ Liczby pseudolosowe

© Metoda Monte Carlo
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Liczby losowe a pseudolosowe

Liczba losowa (ang. random number) jest liczba r nalezaca do pewnego
zbioru wartoéci rl, ..., rn wybieranych z pewnym prawdopodobienstwem.
Jesli jako r moze pojawié sie kazda z liczb zbioru z tym samym
prawdopodobiefistwem p(r) = 1/n, to méwimy o réwnomiernym rozktadzie
prawdopodobienstwa liczb losowych z tego zbioru. Na przyktad rozwazmy
rzut kostka. Kazdy rzut daje liczbe losowa r ze zbioru 1,2,3,4,5,6. Jesli
kostka nie jest oszukana, to kazda z mozliwych wartosci r pojawia sie w
rzucie kostka z prawdopodobiestwem p(r) = 1/6. Liczby losowe r
posiadaja zatem réwnomierny rozktad prawdopodobienstwa.

Poniewaz nie mozemy w prosty sposéb mie¢ prawdziwych liczb losowych,
musimy sie zadowoli¢ ich sztucznym odpowiednikiem - liczbami
pseudolosowymi (ang. pseudorandom numbers). Liczby pseudolosowe
wygladaja jak losowe, lecz tworzy sie je algorytmicznie. Oznacza to, iz
znajac wzér generacyjny oraz kilka kolejnych liczb pseudolosowych
mozemy bez problemu wygenerowal wszystkie dalsze - tej cechy nie
posiadaja liczby losowe, w przeciwnym razie totolotek stracitby sens.
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@ Komputer nie jest w stanie tak naprawde losowa¢ liczb.

@ Zamiast tego stosuje sie ciagi liczbowe o ustalonych z géry
wartosSciach, ktére bardzo dobrze imitujg ciagi liczb losowych.

@ Dlatego zamiast méwié o liczbach losowych méwi sie o liczbach
pseudolosowych.

@ Komputery tak naprawde generuja tylko liczby z rozktadu
jednostajnego.
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Generowanie rozktadu normalnego

@ Dany rozktad mozna generowaé poprzez funkcje odwrotng do
dystrybuanty.

@ Inna popularng metoda jest skorzystanie z centralnego twierdzenia
granicznego.

o Wystarczy zsumowa¢ 12 liczb pochodzacych z rozktadu
jednostajnego, aby uzyska¢ rozktad normalny.

@ 12 bierze sie rébwniez z tego, ze wariancja w rozktadzie jednostajnym
dana jest jako:

(b—a)?

12
Na odcinku (0,1) wynosi 1/12.
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Przyktad

#include <iostream>
pinclude <iomanip>
#include <estdlib>
#inclode <time h>
using namespace std:

int main()

srand(tiz

for(int 1 =

<< 3etw($) << Tand() << end

retarn 0:
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Przyktad
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int maimi)

SEE & B

For(int i = L; i <= Z0z

+ rand{) % [b - & + 1) << endl;

ratarn 0;
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Funkcja odwrotna do dystrybuanty

@ Dystrybuanta jest dana na odcinku [0,1].

@ Aby znalez¢ warto$¢ zmiennej z szukanego rozktadu nalezy znalezé
takie x, zeby dystrybuanta w tym punkcie miata warto$¢ z rozktadu
jednostajnego.

@ Dystrybuanta rozktadu normalnego

o(X) = L)

o

2 \f

@ Dla u; z rozktadu jednostajnego, aby uzyskaé zmienna z rozktadu
normalnego nalezy znalez¢ kwantyl rozktadu normalnego rzedu u;.
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Najwazniejsze rozktady

ROZKLADY DYSKRETNE
-rozktad jednopunktowy
-rozktad dwupunktowy
-rozktad dwumianowy Bernoulliego
-rozktad Poissona
ROZKLADY CIAGLE
-jednostajny

-normalny

-t-Studenta

-Chi-kwadrat

-F-Snedecora
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Geometryczny ruch Browna

Wiele zjawisk w ekonomii modelowanych jest przez geometryczny
ruch Browna (Geometric Brownian Motion).

Logarytm losowej warto$ci odpowiada ruchowi Browna (procesowi
Wienera).

W ekonomii GBM wykorzystywany jest np. do modelowania cen akgji.

Byt on stosowany w wycenie cen akcji modelu Blacka-Scholesa.

Wiele wspédtczesnych badan wskazuje, ze ceny akcji nie podlegaja
GBM.
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Rozktady wielowymiarowe

Wiele zjawisk wielowymiarowych.

@ Aby méc je modelowa¢ musimy umiec¢ generowaé rozktady
wielowymiarowe.

@ Generowanie zmiennych niezaleznych jest proste- wystarczy osobno
wylosowaé zmienne i ztozy¢ wektor.

@ Generowanie zmiennych zaleznych jest trudniejsze i wymaga
uwzglednienia zalezno$ci pomiedzy zmiennymi.

e COV(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)
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Generowanie zmiennych z rozktadu normalnego

@ Aby generowaé zmienne niezalezne z rozktadu normalnego mozna
postuzy¢ sie przeksztatceniem Boxa-Mullera.

@ Ui i U, s3 niezalezne i pochodza z rozkfadu jednostajnego (0,1).
e Cov(X1,X2)=0

D. Szeliga, A. Cichoni, M. Kielian (Politechnil

Metoda Monte Carlo i jej zastosowania

Krakéw, 2016

12 /20



Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo (MC) jest stosowana do modelowania
matematycznego proceséw zbyt ztozonych (obliczania catek, tancuchdw
proceséw statystycznych), aby mozna byto przewidzie¢ ich wyniki za
pomocy podejécia analitycznego. Istotna role w metodzie MC odgrywa
losowanie (wybér przypadkowy) wielko$ci charakteryzujacych proces, przy
czym losowanie dokonywane jest zgodnie z rozktadem, ktéry musi by¢
znany.
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@ Metoda Monte Carlo jest jedng z najczesciej uzywanych metod
symulacyjnych.

@ Metoda zostata wymyslona i po raz pierwszy zastosowana przez
Stanistawa Ulama.

@ Jedna z najczestszych aplikacji metody Monte Carlo jest catkowanie
numeryczne.

o Jak w kazdej metodzie numerycznej nalezy pamietaé o zasadzie
garbage in garbage out.
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Metoda Crude Monte Carlo

e Chcemy policzy¢ catke z funkgji f(x)

| = /ab f(x)dx

e W przedziale [a,b] losujemy N punktéw i przyblizamy

o Wyglada to tak samo jak catka Riemanna.
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Metoda akceptacji- odrzucen

Najczesciej stosowana metoda Monte Carlo.

Losujemy punkty z prostokata (moze by¢ wielowymiarowy):
[a,b]*[0,d].

Liczymy proporcje punktéw lezacych nad wykresem do punktéw
lezacych pod wykresem.

= /ab F(x)dx ~ %(b —2)d

k-liczba punktéw pod wykresem, N-liczba losowanych punktéw.
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Przyktad

@ Obliczanie wartosci
T

jest czesto podawanym przyktadem zastosowania catkowania metoda
MC

o Wiemy, ze pole kota wynosi

7'['I’2

@ Mozemy zatem obliczy¢ pole kota metodg MC i wyliczy¢ stad

™
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finclude <iostream>
#include <<math>

finclude
include
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cout - czba pkt. w kole wynosii ® << nk << endly

cout zha pkt. w kwadracie wynosi: ® << n << endl;
= 3, By

cout zha pi wy L F
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Zalety metody MC

Mozliwos¢ rozwiagzania trudnych prbleméw.
Posta forma zastapienia rozwigzan analitycznych.

Rosnaca moc obliczeniowa komputeréw.

Uwalniaja uzytkownika od skomplikowanej teorii i wzoréw, pozwalajac
skupic¢ sie na istocie pytania, na ktére statystyka ma odpowiedzieé.
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Wady metody MC

o Eksperymenty skonczonej liczby préb.
o Wyniki zawsze beda przyblizeniem.

o Wyniki zaleza od jakosci generatora liczb pseudolosowych.
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