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Wstep

Dlaczego " efekt motyla"?

Lorenz obrazowo mawiat, ze ,,nawet machniecie skrzydet motyla w
Brazylii moze wywota¢ tornado w Teksasie.” W roku 1963 ukazata
sie jego praca, w ktérej przedstawit swéj powszechnie dzi$ znany
uktad trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisujacy
zjawiska atmosferyczne. Réwnania te pomogty mu pokazad, iz
niewielka zmiana w jednym z punktéw atmosfery moze by¢
przyczyng wielkich zmian w innym jej obszarze. Od tamtego czasu
fakt, ze niezwykle mate zaburzenia moga prowadzi¢ w rezultacie do
rewolucyjnych zmian w réznych dziedzinach nauki, zwykto sie
nazywaé efektem motyla. W naszym kontekscie chodzi o wielka
wrazliwo$¢ zachowania uktadéw nieliniowych na niewielkie zmiany
zadanych warunkéw poczatkowych.
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Czym jest "dziwny atraktor”?

Globalny atraktor intuicyjnie jest zbiorem, do ktérego zblizaja sie
asymptotycznie wszystkie trajektorie. Jedna z bardziej znanych i
przyjetych definicji méwi, ze dziwny atraktor, to taki, ktéry posiada
strukture fraktala. Taki atraktor przejawia przy tym wszelkie
oznaki chaosu.

Dziwne atraktory s3 pomostem taczacym chaos i fraktale. Jezeli
patrzymy na nie jako na struktury geometryczne, widzimy fraktale,
jezeli chcemy je analizowaé jako uktady dynamiczne, to mamy do
czynienia z chaosem. W rzeczywisto$ci trudno poda¢ konkretng
definicje matematyczng dziwnego atraktora.
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Uktad Lorenza

Obecnie bardziej znany jako ukfad trzech nieliniowych réwnan
rézniczkowych modelujacy w mozliwie najprostszy sposéb zjawisko
konwekcji termicznej w atmosferze. Dla pewnego zbioru
parametréw uktad zachowuje sie chaotycznie, a wykres zmiennych
w przestrzeni fazowej przedstawia dziwny atraktor (tzw. atraktor
Lorenza).

x=a(y —x)
y=x(p—2)~y
z=xy— pz

gdzie:

o - liczba Prandtla, charakteryzujaca lepkos¢ osrodka,

p - liczba Rayleigha, charakteryzujaca przewodnictwo cieplne o$rodka,

[ - stata charakteryzujaca rozmiary obszaru, w ktérym odbywa sie przeptyw
konwekcyjny.

o,8,p>0
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Atraktor Lorenza

Rysunek: Atraktor Lorenza dla p =28, 0 =10, 8 = %
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Atraktor Lorenza

Atraktor Lorenza - diagram fazowy
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Zachowanie atraktora Lorenza

Z rysunku na poprzednim slajdzie wiemy juz jak wyglada ten
atraktor. Widzimy tam dwie powierzchnie (skrzydta motyla), po
ktérych trajektorie poruszaja sie ruchem spiralnym na zewnatrz.
Kiedy odlegto$¢ od $rodka jednej spirali staje sie wieksza niz
pewien okredlony prég, rozwiazanie jest wyrzucane z tej spirali i
przyciggane do drugiej, gdzie znowu zaczyna wedrowaé ruchem
spiralnym na zewnatrz i tak dalej. Liczby takich spiralnych iteracji
jakie orbita spedza w jednej spirali a pdézniej w drugiej,
potraktowane jako cigg liczbowy nie wykazuja zadnej regularnoci
(Ta wtasnos¢ zalezy Scisle od wyboru trajektorii!). Nawet przy
wyborze dwdch bardzo bliskich punktéw startu, albo nawet tego
samego punktu startu, ale obliczenia wykonamy na dwdéch
komputerach, wéwczas ciagi te réznia sie miedzy soba od pewnego
miejsca. Tu wiasnie ujawnia sie chaos i ogromna wrazliwos¢
na warunki poczatkowe.
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Punkty stacjonarne

Znajdujemy je rozwigzujac prosty uktad réwnan:

oy —x)=0
x(p—2z)—y=0
xy —Pz=0

Punktami tymi sa:
P1 =(0,0,0)
P2 = (=vBlp—1),~(vVBlp—1),p—1)
Ps = (VB —1.~(v/Blo—1).p 1)
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Nastepnie zbadajmy stabilno$¢ otrzymanych punktéw.Macierz
linearyzacji uktadu Lorenza ma postac:

y x —p

Nietrywialne rozwiazanie jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy:
det(A—M\) =1,

czyli, gdy:
-0 o 0

det|{ p—z -1 —x | =0.
y x =B
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Wartosciami wtasnymi dla P; = (0, 0, 0), w tym przypadku sa:

\7;+1 40(1 - p)]
[ )+ /(0 +1)2 —40(1-p)] .
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Dla punktéw P5 i P3 otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

postaci:
23+ ag/\2 4+ aiA+ a0 =0,
gdzie,
ap =208(p— 1)
a1 = B(p + o)
aa=c+p0+1

Zaktadajac, ze istnieje wartos$¢ krytyczna p. dla p, ponizsze
nieréwnosci sg prawdziwe:

Red <0dlal < p<pe,
ReX > 0 dla p > pc.
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To prowadzi nas do otrzymania wartosci pc:

(fﬁ)

Lorenz przyjat: 0 = 10, 8 = £, co prowadzi do:

470
— 27~ 04,74,
Pe=To
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Zatem uktad Lorenza mozemy zapisa¢ w postaci:

x = 10y + —10x
y=x(p-z)-y
z':xy—%z
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Dziekujemy za uwage!
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