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1 Wstep

Lorenz obrazowo mawial, ze ,nawet machniecie skrzydet motyla w Brazylii mo-
ze wywolaé tornado w Teksasie.” W roku 1963 ukazala si¢ jego praca, w ktérej
przedstawil swoj powszechnie dzi§ znany uklad trzech réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, opisujacy zjawiska atmosferyczne. Réwnania te pomoglty mu po-
kazaé, iz niewielka zmiana w jednym z punktéw atmosfery moze by¢ przyczyna
wielkich zmian w innym jej obszarze. Od tamtego czasu fakt, ze niezwykle ma-
te zaburzenia moga prowadzi¢ w rezultacie do rewolucyjnych zmian w réznych
dziedzinach nauki, zwykto sie nazywaé efektem motyla. W naszym kontekscie
chodzi o wielka wrazliwo$¢ zachowania uktadéw nieliniowych na niewielkie zmia-
ny zadanych warunkéw poczatkowych.

2 O dziwnych atraktorach?

2.1 Troche historii...

W 1971 roku belgijski fizyk David Ruelle i holenderski matematyk Floris Takens
opublikowali prace o turbulencji, w ktérej zaproponowali nazwe dla takich obiek-
toéw: dziwne atraktory. Ruelle i Takens badali tendencje dziwnych atraktoréw
do Sciskania przestrzeni w jednym kierunku i rozciggania jej w innym. Zwykte
atraktory przypominaja lep na muchy: przyciagaja punkty reprezentujace stan
ukladu. Dziwne atraktory robia co$ wiecej: mieszaja przyciagniete punkty.
Wkrotce - zaréwno teoretycznie, jak i doswiadczalnie znaleziono inne przy-
ktady dziwnych atraktoréw. Francuski astronom Michel Hénon odkryl rozciaga-
jacy i sktadajacy przestrzen algorytm, ktéry ma dziwny atraktor. Podobnie jak
w przypadku atraktora Lorenza, punkty na atraktorze Hénona skacza po nim w
trudny do przewidzenia sposéb, a punkty w jego otoczeniu daza do atraktora.
Amerykanscy fizycy doswiadczalni Harry Swinney i Jerry Gollub przeprowadzi-
li pionierskie badania eksperymentalne dziwnych atraktoréw w turbulentnym



przeptywie. Wkrétce nowe koncepcje przeniknety do niemal wszystkich dziedzin
- dziwne atraktory znaleziono w rytmie pracy serca i pierScieniach Saturna.

Te dziwne obiekty pojawiaja sie naprawde w bardzo wielu sytuacjach, co
znakomicie wykazal Robert Shaw, jeden z zalozycieli Dynamical Systems Col-
lective. Shaw wybral jeden z najprostszych uktadéw: powoli cieknacy kran. Mie-
rzyl stoperem czas miedzy kolejnymi kroplami, a nastepnie sporzadzit wykres
obrazujacy odstep czasu miedzy dwiema kroplami w zalezno$ci od czasu mie-
dzy dwiema poprzednimi. Poczatkowo wydawalo sie, ze punkty ukladaja sie
zupelnie chaotycznie, ale wkrétce utworzyly dziwny atraktor.

Zbieg okolicznoéci sprawil, ze w latach siedemdziesiatych réwnoczesnie z
odkryciem dynamiki uktadéw chaotycznych nastapil rozkwit matematyki na-
dajacej sie do opisu obiektéw wykazujacych samo-podobienstwo. W roku 1975
francuski matematyk Benoit Mandelbrot, ktory rozwazal kwestie pomiaréw geo-
metrycznych, wprowadzil termin fraktal na oznaczenie struktur odznaczajacych
sie¢ podobienstwem we wszystkich skalach. Mandelbrot przyjal, ze takie obiekty
maja wymiar niecatkowity - zamiast jednego, dwoch lub trzech wymiaréw, ktore
tak dobrze znamy.

2.2 Czym jest ”dziwny atraktor”?

Globalny atraktor intuicyjnie jest zbiorem, do ktérego zblizaja si¢ asymptotycz-
nie wszystkie trajektorie. Jedna z bardziej znanych i przyjetych definicji méwi,
ze dziwny atraktor, to taki, ktory posiada strukture fraktala. Taki atraktor
przejawia przy tym wszelkie oznaki chaosu.

Dziwne atraktory sa pomostem laczacym chaos i fraktale. Jezeli patrzymy
na nie jako na struktury geometryczne, widzimy fraktale (zwiazane jest to z
wymiarem Hausdorffa atraktoréw), jezeli chcemy je analizowaé jako uktady dy-
namiczne, to mamy do czynienia z chaosem (co z kolei wiaze si¢ z wykladnikiem
Lapunowa). W rzeczywistosci trudno podaé¢ konkretna definicje matematyczna
dziwnego atraktora.

2.3 Wilasno$ci dziwnego atraktora — préba zdefiniowania
tego obiektu

Niech 7 (x,y, z) bedzie danym przeksztalceniem w przestrzen ze wspélrzednymi
x i y. Ograniczony podzbior A tej plaszczyzny jest chaotycznym i dziwnym
atraktorem dla przeksztalcenia 7 , jesli istnieje zbiér R spelniajacy nastepujace
warunki:

e Atraktor:
R jest otoczeniem A | tzn. dla kazdego punktu (z,y) ze zbioru A istnieje
maly dysk o $srodku w punkcie (z,y), ktéry jest zawarty w R. To implikuje
w szczegblnodei, ze A jest zawarty w R. R jest obszarem-pulapka, tzn.
kazda orbita startujaca w R , pozostaje w R dla wszystkich iteracji. Co
wiecej, orbita staje sie bliska A i zostaje tak blisko niego, jak tylko chcemy.
Zatem A jest atraktorem.



o Wrazliwosé:
Orbity startujace w R wykazuja czula zalezno$é¢ od warunkéw poczatko-
wych. To czyni A atraktorem chaotycznym.

e Fraktal:
Atraktor ma strukture fraktala a zatem nazwiemy go dziwnym atraktorem.

e Mieszanie:
A nie moze zostaé podzielony na dwa rézne atraktory (Odnotujmy tu
uwage, ze to nie implikuje, ze atraktor musi by¢ zbiorem spéjnym). Istnieja
punkty poczatkowe ze zbioru R z orbitami, ktére podchodza dowolnie
blisko do dowolnego punktu atraktora A.

3 Uklad Lorenza

3.1 Obecna posta¢ uktadu Lorenza

Obecnie uktad Lorenza jest bardziej znany jako uklad 3 nieliniowych réwnan
rozniczkowych:
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gdzie:

o - stata Prandtla,
p - stala Rayleigha,
a,B,p>0
Jednakze zwykle podaje sie:
oc=10, g = %, p jest zmienne.



Rysunek 1: Atraktor Lorenza dla p =28, ¢ =10, 8 = %

3.2 Zachowanie atraktora Lorenza

7Z rysunku wiemy juz jak wyglada ten atraktor. Widzimy tam dwie powierzch-
nie (skrzydla motyla), po ktérych trajektorie poruszaja sie ruchem spiralnym na
zewnatrz. Kiedy odleglo$é¢ od érodka jednej spirali staje sie wieksza niz pewien
okreslony prég, rozwigzanie jest wyrzucane z tej spirali i przyciggane do dru-
giej, gdzie znowu zaczyna wedrowaé ruchem spiralnym na zewnatrz i tak dalej.
Liczby takich spiralnych iteracji jakie orbita spedza w jednej spirali a pdzniej
w drugiej, potraktowane jako ciag liczbowy nie wykazuja zadnej regularnosci
(Ta wlasnosé zalezy $ciSle od wyboru trajektorii). Nawet przy wyborze dwoch
bardzo bliskich punktéow startu, albo nawet tego samego punktu startu, ale ob-
liczenia wykonamy na dwdch komputerach, woéwczas ciagi te réznia sie miedzy
soba od pewnego miejsca. Tu wtaénie ujawnia sie chaos i ogromna wrazliwosé
na warunki poczatkowe.



4 Podsumowanie

Dwa dowolne punkty polozone bardzo blisko siebie na jednym skrzydle ewoluuja
dynamicznie w taki sposob, ze wkrétce laduja na roznych skrzydtach. Natomiast
punkty nienalezace do skrzydet w wyniku ewolucji uktadu zblizaja si¢ do nich.
Krétko moéwiac, odlegloéci miedzy sasiednimi punktami nalezacymi do znalezio-
nego zbioru roénie, natomiast punkty nienalezace do zbioru daza do niego.

Badanie (deterministycznych) zjawisk chaotycznych jest jednym z najmod-
niejszych kierunkéow we wspoélczesnych naukach przyrodniczych. Formulowane
sg opinie, ze teoria chaosu,obok teorii wzglednosci i mechaniki kwantowej, jest
trzecia wielka rewolucja naukowa.

Uklady chaotyczne sa obliczeniowo nieredukowalne. Stan uktadu w dowol-
nej chwili w przysztosci mozna ”przewidzie¢” tylko jedna metoda: Sledzac jego
zachowanie krok po kroku. Uklad chaotyczny jest najszybszym komputerem
mogacym obliczy¢ swoja ewolucje

Z tych odkry¢ wynikaja bardzo wazne wnioski dla ludzkiego przeznaczenia.
Jedli natura zachowuje si¢ chaotycznie, to jest réwnoczesnie deterministyczna i
nieprzewidywalna. Jedyny sposéb, by poznaé przyszlosé, polega na przesledze-
niu calej historii uktadu, od chwili obecnej do danej chwili w przysztosci.
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