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1 Wahadlo

Wahadlo — cialo zawieszone w jednorodnym polu grawitacyjnym w taki sposob,
ze moze wykonywaé drgania wokél poziomej osi nie przechodzacej przez srodek
ciezkosSci zawieszonego ciala.

W mechanice rozréznia sie dwa podstawowe rodzaje wahadet:

e matematyczne (proste),

e fizyczne.

Wazna cecha wahadel fizycznego i matematycznego jest niemal pelna niezalez-
noé¢ ich okresu drgan od amplitudy, co jest dobrze spelnione dla matych wychy-
len. Wlasnosé ta, zwana izochronizmem drgan, zostata odkryta okoto 1602 roku
przez Galileusza, ktéry uzywat wahadla do pomiaru czasu. Zainspirowany ta za-
sada Christiaan Huygens zbudowal w 1656 roku pierwszy zegar wahadlowy|[2].
Zegary wahadtowe byly najdokltadniejszymi urzadzaniami do pomiaru czasu az
do skonstruowania w latach 30. XX wieku zegaréw kwarcowych.

W ogélnosci wahadto jest oscylatorem anharmonicznym, jego okres drgan
i inne parametry zalezy od amplitudy. Opis matematyczny rozwiazan réwna-
nia ruchu wahadtla jest w ogélnoéci dos¢ ztozony, ale zalozenia upraszczajace
przyjmowane dla matych amplitud drgan pozwalaja rozwiazaé¢ rownania ruchu
w sposOb analityczny.

2 Wahadlo matematyczne

Wahadto matematyczne to punkt materialny poruszajacy sie¢ po okregu w ptasz-
czyZnie pionowej w jednorodnym polu grawitacyjnym[l]. Réwnanie ruchu wa-
hadta okresla wzor:
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gdzie: 6(t) - kat odchylenia wahadla od pionu w chwili t, g - przyspieszenie
ziemskie, 1 - dlugosé nici.



2.1 Drgania dla malej amplitudy
W przyblizeniu dla matych drgan wahadla okres drgan nie zalezy od amplitudy,
a jedynie od dlugosci wahadla i przyspieszenia grawitacyjnego.
sinf ~ 0
Ogoélne réwnanie ruchu wahadla upraszcza sie do postaci:
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gdzie: 0y — amplituda drgan, w = \/% — czestod$¢ kotowa drgan, ¢ — faza poczat-
kowa drgan.
Okres drgan jest zwiazany z czesto$cia wzorem:
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2.2 Okres drgan o dowolnej amplitudzie

okres drgan wynosi:

Dla duzych amplitud wahan okres drgan zalezy od amplitudy i roénie wraz z jej
wzrostem. Zalezno$é¢ okresu od amplitudy opisuje wzor:
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gdzie K jest zupelna catka eliptyczna pierwszego rodzaju.

Zagadnienie ruchu wahadla mozna rozwiazaé przyblizajac funkcje sinus do
dwéch wyrazéw, woéwcezas rownanie ruchu wahadta przyjmuje postac:
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Przyjmujac ponizsze oznaczenia, przyblizonym rozwiazaniem jest:
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Przyblizenie to wskazuje, ze wahadlo nie jest oscylatorem harmonicznym, a
jego trzecia harmoniczna jest zalezna w trzeciej potedze od amplitudy drgan.

Problemem konstruowania doktadnych zegarow wahadtowych, ktorych szyb-
kosé¢ chodu nie zalezy od amplitudy drgan, zajmowal si¢ Christiaan Huygens,
wykazal ze niezaleznosé szybkosci chodu zapewni zmniejszanie dtugosé nici wa-
hadta wraz z wychyleniem, wykazal, ze krzywa zmniejszajaca dlugo$é¢ wahadta
jest cykloida o poziomej osi i promieniu réwnym ¢wierci dlugosci wahadla, jest
ono wahadlem cykloidalnym([styl do poprawy|. Skonstruowal wahadlo o okresie
niezaleznym od amplitudy[12].

Problem wahadtla o okresie niezaleznym od amplitudy sprowadza si¢ do wy-
znaczenia takiej krzywej, ze ciato poruszajac pod dzialaniem stalej sity grawi-
tacji po niej w takim samym czasie przemiesci si¢ od punktu ruszenia do jej
najnizszego punktu. Krzywa zwana jest tautochrona i jest cykloida.

2.3 Wahadlo w stanie niewazkosci

W stanie niewazkodci sita grawitacji jest réwnowazona przez sile bezwladnosci
uktadu odniesienia. W wyniku czego cialo wahadla zachowuje si¢ tak jakby na
nie nie dziatala sita. W zaleznosci od warunkéw poczatkowych cialo wahadla
spoczywa (jest w réwnowadze trwalej) albo porusza sie ruchem jednostajnym
po okregu.

3 Wahadlo fizyczne

Jest to bryla sztywna zawieszona na stalej osi poziomej w jednorodnym po-
lu grawitacyjnym. Bryta ta moze wykonywaé obroty dookota tej osi. Wahadto
rozwaza sie jako ruch obrotowy bryty sztywnej. Na wychylone z potozenia réw-
nowagi wahadlo dziala moment sity:
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Réwnanie ruchu wahadla mozna wyrazi¢ wzorem:
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Poréwnujac to réwnanie z réwnaniem ruchu wahadla matematycznego, wpro-
wadza sie dtugos$¢ zredukowang wahadta fizycznego
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Wéwezas réwnanie ruchu wahadla fizycznego ma identyczna postaé jak row-
nanie ruchu wahadla matematycznego, co oznacza ze wszystkie wnioski dotycza-
ce ruchu wahadla fizycznego sa identyczne z wnioskami dotyczacymi wahadla
matematycznego. Przyktadowo okres drgan zapisuje sie¢ jako:
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Rozwazajac wahadlo matematyczne, czyli mase punktows zawieszong na
niewazkiej nici jako bryle sztywna;:
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Po podstawieniu tych wielkosci do rownan wahadta fizycznego otrzymuje sie
réwnania ruchu wahadla matematycznego. Oznacza to, ze wahadlo matema-
tyczne moze by¢é uwazane jako szczegélny przypadek wahadta fizycznego.

4 Uogollnienia

Wahadlo rzeczywiste, zlozone z ciala zawieszonego na nici, moze by¢ traktowane
jako wahadlo matematyczne, jezeli spetnione sa nastepujace zatozenia:

e Rozmiary ciala sa niewielkie w poréwnaniu z dlugoscia nici.
e Ni¢ jest niewazka.
e Ni¢ jest nierozciagliwa.

e Wahadlu nadano warunki poczatkowe (predko$é poczatkowa), takie ze
wykonuje drgania po okregu w plaszczyZnie pionowej (a nie ruch po elipsie
w plaszczyZnie poziomej).

e Na cialo dzialaja jedynie sila ciezkosci oraz sila reakeji nici (pomijalne sa
inne sily, np. sita oporéw ruchu).

Wahadlo matematyczne stanowi szczegélny przypadek wahadla fizycznego (patrz
nizej).

W fizyce rozwaza si¢ kilka modeli wahadel, ktére nie spelniajg zatozen wahadta
matematycznego lub fizycznego.

Przykladami sa

e wahadlo sferyczne — cialo na nierozciggliwej nici, ale jego ruch nie jest
ograniczony do plaszczyzny,



e wahadlo stozkowe — cialo na nierozciagliwej nici, a ciatlo porusza sie po
okregu,

e wahadlo podwdjne — cialo wahadla jest punktem zawieszenia kolejnego
wahadla, moze byé¢ rozwazane jako plaskie i sferyczne, matematyczne i
fizyczne,

e wahadlo z rozciagliwa nicia,

e wahadlo cykloidalne — wahadto o okresie niezaleznym od amplitudy drgan

5 Wahadlo podwdjne

Symulacja wahadla podwdjnego. Ruch odbywa sie bez tarcia.
Wahadlo podwdéjne sklada sie z dwoch wahadel potaczonych koncami.
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Wahadlo podwéjne

Srodek masy pierwszego wahadla:
T = 3 sin 64,

Yy = —5 cos 01

Srodek masy drugiego wahadla:
. 1.
ro =¥ <51n91 + 3 sm92> ,

1
yo = —4 <cos 01 + 3 cos 02> .

Lagranzjan:
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Réwnania ruchu:
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