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Catkowanie numeryczne

@ Calkowanie numeryczne to metoda numeryczna
polegajaca na przyblizonym obliczaniu catek oznaczonych.

@ Metody catkowania numerycznego polegaja na
przyblizeniu catki za pomocg odpowiedniej sumy wazone;j
warto$ci catkowanej funkcji w kilku punktach.

@ Aby uzyskac doktadniejsze przyblizenie dzieli sie przedziat
catkowania na niewielkie fragmenty.

@ Ostateczny wynik jest sumg oszacowan catek w
poszczegolnych podprzedziatach.
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Catkowanie metodg trapezéw

@ W metodzie trapezéw wykorzystuje si¢ wartosci f(x) dla
réwnoodlegtych warosci x

@ N pukntéw x;(i = 1, N) jest rowno rozmieszczonych na
catym obszarze catkowania [a, b], tworzac (N — 1)
odcinkéw o dtugosci h= (b —a)/N — 1

@ Nastepnie na catym obszarze catkowania tworzone sg
trapezy o podstawie h przyjmujace $rednig wysokos$c¢
(f; + fi,1)/2 jako warto$¢ f
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Catkowanie metodg trapezéw

Przyblizona wartos$¢ catki na obszarze catkowania jest sumg
pol wszystkich trapezéw i wynosi:

0 h(fi+fiq 1 1
f(x)dx ~ ———— = _hfi+ = hf; 1
|0 S = b+ by (1)
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Catkowanie numeryczne w programowaniu

fx) parabola 2

parabola 1
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Catkowanie metodg Simpsona

@ Dla kazego przedziatu funkcja podcatkowa jest
aproksymowana parabolg.

@ W metodzie Simpsona liczba przedziatéw catkowania musi
by¢ parzysta.

@ Znajac wartosci funkcji w trzech punktach xg, x1, xo takich,
Ze Xo — Xy = X1 — Xg = h oraz z zastosowaniem
wielomioanu Lagrange’a mozna aproksymowac warto$¢
funkciji.

Xo h
/ (x)ax = 3 +4f + &) @)
Xo
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Catkowanie przy uzyciu kwadratur Gaussa

Kwadraturg nazywamy wynik rodziatu czynnika wagowego od
funkcji podcatkoweyj:

b b N
/a F(x)dx = / W(x)g(x)dx ~ 3 wig(x) 3)

a i=1
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Catkowanie przy uzyciu kwadratur Gaussa

W kwadraturze Gaussa czynniki wagowe w; oraz ilo§¢ N sa
dobierane w taki sposéb, aby btedy aproksymaciji zanikaty, gdy
g(x) staje sig wielomianem (2N — 1) stopnia.

Jezeli g(x) jest gtadka lub moze by¢ gtadka przy odpowiednio
dobranym W(x), to algorytmy z uzyciem kwadratur Gaussa
dadzg duzo doktgdniejsze wyniki niz te z uzyciem metody
trapezéw lub Simpsona.
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Metoda Monte Carlo

Metoda catkowania Monte Carlo przedstawia zupetnie
odmienne podejscie do problemu catkowania, ze wzgledu na
szacowanie przy uzyciu liczb (pseudo)losowych.
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Problem hodowcy ryb

Hipotetyczny hodowca ryb wybrat sie do swoich najdalszych
witosci w celu dodania glonojadnych ryb do zainfekowanego
przez glony stawu.

Dopiero na miejscu hodowca zorientowat sie, ze aby dodaé
odpowiednig ilo$¢ ryb do stawu, konieczna jest znajomos$é jego
powierzchni.

Problem hipotetycznego hodowcy: zmierzy¢ powierzchnie
nieregularnie uksztaltowanego stawu uzywajac wytacznie
tego, co "pod reka".
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Problem hodowcy ryb

Aby obliczy¢ powierzchnige stawu postuzy¢ sie mozna metodg
probkowania. W tym celu hipotetyczny hodowca powinien
wykonaé nastepujace kroki:
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Problem hodowcy ryb

@ Obejs¢ prostokat, w ktéry wpisany jest staw i zebra¢
wszystkie lezgce na ziemi kamyki.

@ Zmierzy¢ w naturalnych jednostak (np. krokach) dtugosé
bokéw tego prostokatu. Nastepnie wyliczy¢ powierzchnie
prostokagtu Ap.

@ Odmierzy¢ gars¢ kamykéw i rzucac je w gére w losowych
kierunkach.

@ Policzy¢ ilos¢ "pluskéw" odpowiadajgcych N - ilosci
kamykow, ktére wpadty do stawu. Policzy¢ ilo$¢ kamykow
N, lezacych na ziemi w obregbie prostokata.

@ Przy zatozeniu, ze rozrzut kamykow byt losowy i
rownomierny, ilo§¢ kamykéw w stawie powinna by¢
proporcjonalna do powierzchni stawu As.
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Problem hodowcy ryb

Powierzchnie te mozna wyliczy¢ z proporciji:

Ns A
Ns+ N, A

Ns

= TN,

Ap (4)
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Implementacja catkowania Monte Carlo - estymacja I

@ Zatbzmy, ze rozwazany staw jest okraggty i wpisany w
kwadrat o boku 2 (r = 1).

@ Wiemy, ze analityczna powierzchnia kota § dA = I1.

@ Od /= 1doi= N generowana jest para losowych liczb x;,
Yi z przedziatu [0, 1].

@ Jezeli x? + y? < 1, to liczba trafien += 1.

@ Liczba trafien dzielona jest przez ilos¢ iteracji —
oszacowane [1.

@ Im wieksze N tym wieksza doktadno$¢ oszacowania.
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Dziekujemy za uwage.
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