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Rozmaitosé

Rozmaitosé¢ M:

(1) lokalnie przypomina R",
(2) jest przestrzenia topologiczna,
(3) wystepuje w niej pokrycie otwarte M" D U, ktére wprowadza
uktad wspédtrzednych:

(U, x1, ..., x"),

(V,xt, ..., x").
Jezeli p € U NV, wéwczas istnieje rézniczkowalna zmiana
wspotrzednych:

x' = f&,v(xj)
(4) Jezeli wystepuje pokrycie otwarte na rozmaitosci:
M= UU VU ..., ktére mozna zastapi¢ pokryciem skonczonym, to
wtedy méwimy, ze rozmaitosé jest zwarta.
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Rozmaitosé

Rozmaitos¢- przyktady

Rozmaitos$¢ (ang. manifold) jest przestrzenia topologiczna, ktéra
lokalnie mozna interpretowaé jako przestrzen euklidesows.
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Rozmaitosé

Rozmaitos¢- przyktady:

przestrzen M" = R",

kula M" = B,(r) = {x:|x —a| <r},

kula domknigeta M" = {x : |[x — r| < r},

Mm =S

iloczyn/produkt rozmaitosci

Lt = M” >< W' ={(p,q)|lp € M",q € W"},

Sl xsl=
Sl x St x ...><51:T”
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Przestrzen styczna i kostyczna

Przestrzen styczna i kostyczna

@ Przestrzen styczna
p(t)- krzywa gtadka na rozmaitosci,
p(t)=[x* (1), ... x"(t)].
Wektor styczny w punkcie t=x:
v=[gxt dx”
“Ldto de It
Przestrzen styczna rozmaitosci w punkcie x, TxM jest zbiorem

wszystkich wektoréw stycznych do krzywej w punkcie x.

@ Przestrzen kostyczna- jest to przestrzen dualna przestrzeni
stycznej w punkcie x:
(TM)* =TiM
Elementy przestrzeni kostycznej s3 zwane wektorami
kostycznymi, sg to funkcjonaty liniowe.
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Przestrzen styczna i kostyczna

Push-forward i pull-back

Push-forward (GoF),=G,oF,

™ /3 TN == Tw

A

M F_) N % w
Pull-back (GoF)" =F*oG*

"I*ML "N é W

’ ¢ l

M%Néw
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Wiazki wtékniste

Wiazki wtdkniste

X n-wymiarowa rozmaito$é

Y (m+n)-wymiarowa rozma-
itos¢

771(x) wtékno

m:Y — X wiazka

ciecie wigzki wtdknistej 7:
y: XDU—-Y

yom =idy

(x) = (x',77(x))

', ")

(%)

)
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Wiazki wtékniste

Przyktady wigzek

o Wiazka styczna TM

U ToM=TM
peEM |
M

o Wiazka kostyczna T*M
U T,M=T"M
peEM |

M
o Walec - RxS?!
@ wstega Mdbiusa - RxS?!
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Wiazki wtékniste

[zomorfizm

Lokalne odwzorowanie:
oY —>Y
do: X — X

ToQg=qgoom

o Y b ) Y
Przeniesienie 4
ciecia w ci@cie:1 y . - 5
J=dorod;
Bo N
X > X
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Wiazki wtékniste

Wertykalne pola wektorowe

Rzutowanie wertykalnego pola wektorowego daje zero T7(§) =0

€ jest postaci: £ = §"(xk,y")%

Y (0x1, 8y1)

(0x)

X
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Wiazki wtékniste

Rzutowalne pola wektorowe

€= % + 67 (xK, ) 52

Tr(€) = &(x*) gz € TX

TY (@x:,ay)

(0x)

X
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Kontakt rzedu r

Dwa ciecia 71 i 72 maja kontakt rzedu r w punkcie x € U jesli:

71(x) = 72(x)
0Py1(x) = OPy2(x) dla p=1,...,r.
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Dzet r-ty

Przestrzeh dzetéw powstaje poprzez prolongacje ciecia y

Jlv - klasa réwnowaznosci krzywych, majacych kontakt rzedu r w
punkcie Xx.

Jy=U S
x e X

Dla jednowymiarowej rozmaitosci X dzet rzedu r ma nastepujace

wspotrzedne:

dy d? dr
Jr’y = (t7707 (T’ty? Ti-z? sy dt7)
Np.:

d
JLV = (t,77, (T’ty)
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Rzutowanie

Wiazka ma postac:
2 JY = X:

JVZ(W , &g 7
T 'Y = Y

Ty =(t,7°
Trs: JTY — JSY:

Iy =(t,n7 d”

Wspétrzedne w J”

(t,y7, ¥, ¥8 . ¥7)
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) dt?
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) dt? dt2"
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7t) (tm-- >)
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Prolongacja pola wektorowego

Pole wektorowe &:
€= E0XF) L + €7 (xK, y7) 5
Pe=rgay G- -

8 1
Pe= S+ Gty o= o il
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Formy horyzontalne i kontaktowe

Forma jest elementem przestrzeni dualne;.

o l-forma:
Kombinacja liniowa form bazowych dx, dy i dz
u = uxdx + u,dy + uydz
e 2-forma:
v = vydy A dz + v,dz A dx + vydx A dy
@ Operacja "A\” jest nazywana iloczynem zewnetrznym form.
uAv=(-D"vAu
dx Adx =0
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Formy horyzontalne i kontaktowe

Forma horyzontalna

n(€) =0 dla kazdego wertykalnego pola &

Forma ta jest postaci:
F(x*, y7)dxt A A dx”

Ewa Borsuk, Jézef Borsuk Nowoczesny rachunek wariacyjny. Przemyslenia po letniej szkol



Formy horyzontalne i kontaktowe

Forma kontaktowa

Forma n jest kontaktowa, gdy znika na prolongacjach cieé:

(J7)'n =0
Przyktad:
Dla dim X=1idimY =1

Forma: w = dq — qdt

Y= (ta’}/)

(Jl'y) = (t?’% %)
(Jy)'w=dy— Zldt =0
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Formy horyzontalne i kontaktowe

k-forma kontaktowa

@ 7 jest 1-kontaktowa gdy dla kazdego pola wertykalnego &
ign jest horyzontalna

@ 7 jest 2-kontaktowa gdy dla kazdego pola wertykalnego &
igm jest 1-kontaktowa

@ 7 jest g-kontaktowa gdy dla kazdego pola wertykalnego &
ign jest (q-1)-kontaktowa
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Formy horyzontalne i kontaktowe

Kanoniczna dekompozycja form rézniczkowych

Kazda k-forma na J"Y ma jednoznaczny rozktad na
czeé¢ horyzontalng i g-kontaktowe formy k=1,2,..,q, na J't1Y:

1M = hn+ pin + pan + pgn

hn- czes¢ horyzontalna 7
Pqn- q-kontaktowa czes¢ n
Tr41,.71- pull-back formy i z J'Y do wyzszej przestrzeni Jtly
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Przyktad

Dziatanie

Lagranzjan - horyzontalna forma A na J'Y :

A= L(t,q%,47,...,q7)dt
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Przyktad

Dziatanie

Lagranzjan - horyzontalna forma A na J'Y :
A= L(t,q%,47,...,q7)dt

Q - podrozmaito$¢ w X z brzegiem 02
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Przyktad

Dziatanie

Lagranzjan - horyzontalna forma A na J'Y :
A= L(t,q%,47,...,q7)dt
Q - podrozmaitos¢ w X z brzegiem 92

da(m) - zbidr ciec v
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Przyktad

Dziatanie

Lagranzjan - horyzontalna forma A na J'Y :
A= L(t,q%,47,...,q7)dt
Q - podrozmaito$¢ w X z brzegiem 02
da(m) - zbidr ciec v
do(m) 37— Aa(y) = JgI Y AER

Dziatanie lagranzjanu

Ewa Borsuk, Jézef Borsuk Nowoczesny rachunek wariacyjny. Przemyslenia po letniej szkol



Przyktad

Niejednoznacznos¢ lagranzjanu

Dla kazdej kontaktowej formy 7 dziatanie nie ulega zmianie:

Ja v A= Jo I (A + )
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Przyktad

Deformacja ciecia

(—€.€) 3 U = Ao, (@) (Du1b0u) = Jpou() I (Du7004)" A € R
(3500 @) u=0 = (45 Jou() (I Bu © I © $oi)* A)u=o

= (L Jo I (I ¢:N)u=0)

= Jo IV (5 5N u=o0

= fQ Jr’}/*ajrg)\.
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Przyktad

Pierwsza wariacja

(SQ(W) > — (a_/rg)\)Q = fQ Jr’y*a_/rg)\ €R
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Przyktad

Pierwsza wariacja

(SQ(W) > — (a_/rg)\)Q = fQ Jr’y*a_/rg)\ €R

Pochodna Liego:
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Przyktad

Dygresja: Pochodna Liego

x=vd a = a;dx"  lloczyn wewnetrzny: iya = a(x)

Lo = Ly(ajdx’) = (diy + ixd)(ajdx")

= dajdx’(x) + ix(5% dxI A dx’)

= d(ajvd}) + 9% i (dx/ A dx')

=d(a1v) + gij(véjidxi — dxvél)

darv i Oaj i Oar J
= G dx' + ot vdx M vdx:

__ Oa1 4, i Ov Oa; i Oa j
=53 dx' + a1 oy Tt vdx o vdx:

= a1 2% dx’ + 9% vdx’
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Przyktad

Pierwsza wariacja

Jesli:
Jad" v A= Jg I (A +n)

to dziatanie przyjmuje postac:

Jo Iy 0ure(A +m)
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Przyktad

Pierwsza wariacja

Jesli:
Jad" v A= Jg I (A +n)

to dziatanie przyjmuje postac:
Jo Iy 0ure(A +m)

Jo I 0re(A+m) = Jo ™V iyred(A+n) + Jo Sy diyre(A+n)
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Przyktad

Pierwsza wariacja

Jesli:
Jad" v A= Jg I (A +n)

to dziatanie przyjmuje postac:
Ja IV 0ure(A+m)
Ja I 0sre(A+n) = Jo IV isred(A +n) + Jo Iy disre(A+n)

Nalezy znalez¢ 1-kontaktowa forme 7, aby powyzsze wyrazenie
stanowito pierwsza wariacje.
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Przyktad

Zadanie (r=1)

A= Ldt N = nNyw?
Pole wektorowe
£=02 re s

Pochodna sumy form:
d(A+n)=dLAdt+ dne Aw? —newi A dt

= (4% — 92 )" + (2 — no)wf) A dt + (SEw” + SEut) A w
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Przyktad

Zadanie (r=1)

Dziatanie:
ined(A+1) = (($% — G2 )E7 — a7 €%) + (g —10)(67 — a3€0))dt
~(( = G + (G — 10)wf)E

+(5l (¢ - méhﬁ%@—%@»
(G 4 B o)
gdzie:

§1—W—Qf%
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Przyktad

Zadanie (r=1)

Formy kontaktowe znikaja w J17:

Jl’)/*l.Jlgd()\ +n) =
(55 — GNE — af€%) + (3 — no)(E] — a8€)) e

= [-°(£5 — D af) + (3 — 10)95)

FE7(EL — e) g (L — )l
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Przyktad

Réwnanie Eulera-Lagrange’a

Narzuca sig, aby pole wektorowe £ nie pojawiato sie w
poprzednim réwnaniu.
Podstawiamy:

_ oL
e = bgz
oL o
= 70(,(]
n 9

Otrzymujemy:
Jl,-)/*lJlgd()\ +77) = (% — %% (50' _ qg&o)dt
Réwnanie Eulera-Lagrange'a.
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Przyktad

Forma Lapage’'a

Réwnania Eulera-Lagrange’'a wystepuja w 1-kontaktowe;j,
horyzontalnej czesci wariacji:

oL d oL
(9g7 — e day) = Prd(A +1)

Forma Lapage'a p:
A = hp- cze$¢ horyzontalna o
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Przyktad

Forma dynamiczna

prdo = (5 + iy (1) S il )o” A ol
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Koniec

Dziekujemy za uwage.
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