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Wprowadzenie geometryczne

Pojecie przestrzeni afinicznej pojawito sie w zwigzku z
odkryciami geometrii nieeuklidesowych (réznigcych sie od
geometrii euklidesowej aksjomatem réwnolegtosci).
Zakwestionowanie poje¢ dtugosci i kata, ktore opierajg sg na
pojeciu odlegtosci, doprowadzito do przedefiniowania przestrzeni
euklidesowej poprzez usuniecie z definicji wspomnianych pojec i
powigzanych z nimi elementow.

Wynikiem tego bylo powstanie geometrii afinicznej, w
ktorej struktura algebraiczna przestrzeni okazata sie miec

wiasnosci podobne do przestrzeni liniowej (ta ostatnia zostata
zdefiniowana podzniej, dajac poczatek algebrze liniowej).



Przestrzen afiniczna a wektorowa

Zanim zapiszemy formalng definicje przestrzeni afinicznej przypomnijmy,
ze na przestrzen afiniczng mozemy patrzec jak na przestrzen wektorowa
w ktorej brakuje wyrdéznionego punktu zerowego.

Od jednego punktu przestrzeni afinicznej do drugiego mozna sie dostac
Za pomocg wektora.
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Przestrzen afiniczna a wektorowa

* Na naszym obrazku ten sam wektor w prowadzi z punktu as do
a. i z punktu as do as. Jesli w przestrzeni afinicznej wyrdznimy
jeden punkt staje sie ona identyczna z przestrzenig wektorowa.

* Na przyktad jesli wyréznimy punkt as, to punkt a. odpowiadat
bedzie wektorowi w. Wektor v identyfikowany jest z punktem

dr.
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Przestrzen afiniczna- definicja i wtasciwosci

Zapiszmy formalng definicje przestrzeni afiniczne:

Definicja 1. Przestrzenig afinicang wymiaru n nazywamy troske (A, V, @) gdzie A jest zbiorem,
V' preestrzenig wektorowq wymiaru n, & odwzorowaniem dodawania wektorow do punktow A
majgeym nastepuigee wlasnosc

(1) dla dowolnycha € A 1v,w eV zachodzi o @ (v+w) = (a B v) B,

_>
(2) dlo kaidegoae A a0 =q,
(3) dla kazdych dwich elementéw a,b € A istnieje dokladnie jeden wektor v € V' taki, Ze
aHv=>h.

Ze wzgledu na wlasnos¢ (1) w dalszym ciggu nie bedziemy w notacji rozréznia¢ miedzy & i
+.

Czyli np.: W przestrzeniach afinicznych mozna odejmowac punkty by
wyznaczy¢ wektory, oraz przesuwac punkt o wektor, tzn. dodawac
wektory do punktu.



/asada postepowania

* Oczywiscie, chcac policzy¢ cos konkretnego, musimy uzywac
wspotrzednych.

*Wybor bazy w przestrzeni wektorowej umozliwia
reprezentowanie wektorow za pomocg wspotrzednych.
Innymi stowy wybor bazy zadaje izomorfizm naszej przestrzeni
wektorowej Vz R" .

* Zeby wprowadzié wspdtrzedne w przestrzeni afinicznej trzeba
jeszcze wybrac¢ jeden punkt, w ktorym zaczepimy wektory
bazowe.

* Wybor punktu utozsamia przestrzen afiniczna z wektorowg, a
wybor bazy przestrzen wektorowg z [R™ .



Przyktad

* Jesli w naszej przestrzeni A wyroznimy, jak poprzednio, punkt as
a w przestrzeni V wybierzemy baze sktadajgcag sie z wektorow
(v, w) otrzymamy siatke wspotrzednych:
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Przyktad

Podobng operacje wykonujemy zazwyczaj rozwigzujac
zadanie z mechaniki czy tez elektrostatyki.

Dobieramy poczatek uktadu wspotrzednych i kierunek osi
tak, zeby byto nam wygodnie. Czesto wybor odpowiednich
wspotrzednych jest najwazniejszg i najtrudniejszg czescia
zadania.

Wynika z tego, ze przestrzen fizyczna, w ktorej dziejg sie
opisywane przez nas na wyktadach i ¢wiczeniach zjawiska
fizyczne to nie jest R*. To raczej afiniczna przestrzen,
modelowana na tréjwymiarowej przestrzeni wektorowej,
ktdra utozsamiamy z R? w sposdb dla nas wygodny.



Przeksztatcenie afiniczne

Niech A bedzie n-wymiarowg przestrzenig afiniczng, a V.

stowarzyszong z nig przestrzenig wektorowa:

Definicja 2. Przeksztalcenie F' : A — A nazywamy afiniczny gdy istnieje takie
odwzorowanie liniowe L : V,, — V), dla dowolnych P, () € A zachodzi:

F(P)F(Q) = L (PQ) |

Jezeli OA jest ustalonym punktem, to dowolny P € A mozna zapisac
jako P = O + z, gdzie « € V,,. Polézmy F(P) = O + y. Mozna pokazacd,
ze przeksztalcenie F jest afiniczne gdy y = L(x) + b, gdzie b € V, jest

zdefiniowane przez F/(O) = O + b.



Zasadnicze przeksztatcenia afiniczne

= Przesuniecie
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Pochodne przeksztatcen afinicznych
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Niezmienniki afiniczne

e Zachowywane przy pokrewienstwach wtasnosci figur
geometrycznych nazywa sie niezmiennikami afinicznymi;
Niezmienniki okresSlajgce jednoznacznie grupe przeksztatcen

afinicznych:
— prosta, odcinek, wektor
— wspotliniowosc punktéw (nie dotyczy prostej),
— rownolegtosc prostych, wypuktosc figur,
— trojkat, rownolegtobok,
— rownosc wektorow,
— stosunek dfugosci rownolegtych odcinkow,
— stosunek pdl figur (na ptaszczyznie),
— stosunek pdl figur na ptaszczyznach rownolegtych (w przestrzeni),
— elipsa, parabola, hiperbola.



Struktura matematyczna czasoprzestrzeni

* (Czasoprzestrzen jawi sie jako zbior
punktow, ktorych nieprzeliczalna
ilos¢ podpowiada nam hipoteze o it Al A3
jego ciggtosci. Ay

e Zdarzenia o tej samej wartosci
Zzmiennej czasowej, tworzg 3-
wymiarowg podprzestrzen
afiniczng A“ zdarzen
jednoczesnych. Jednoczesnosc
jest relacjg rownowaznosci, ktora
dzieli czasoprzestrzen na klasy
roztgcznych zdarzen
jednoczesnych.




Przestan afiniczna — charakterystyka:

* Cechg charakterystyczng n-wymiarowej przestrzeni afinicznej A™
jest to, ze okreslone s3 w niej jedynie operacje przesuniecia
(zwane translacjami), reprezentowane przez wektory n-
wymiarowej przestrzeni wektorowej R"™
Zauwazmy, ze w definicji, nie wyrdzniamy zadnego z elementow
przestrzeni A" kazdy z nich réwnie dobrze moze postuzy¢ za
poczgtek uktadu wspodtrzednych.



Czasoprzestrzenna struktura Galileusza:
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jest to czterowymiarowa przestrzen afiniczna A~ , zbudowana ze zdarzen

elementarnych. Przesuniecia rownolegte w tej przestrzeni sg izomorficzne z
) /e 4

rzeczywistg przestrzenig liniowg R

czas jest mierzony sktadowg wektoréw translacji R* wzdtuz osi czasowej Rl.
Jesli interwat czasowy t(p,q) = 0 pomiedzy dwoma zdarzeniami p.q € A ,
wtedy o zdarzeniach takich mowimy ze sg jednoczesne. Zbior zdarzen
jednoczesnych z okreslonym zdarzeniem tworzy tréjwymiarowa
podprzestrzen afiniczng A* zdarzen jednoczesnych. Poniewaz
jednoczesnosc jest relacjg rownowaznosci, dlatego czasoprzestrzert mozna
przedstawic jako sume topologiczng podprzestrzeni zdarzen jednoczesnych

At =JA7
t

odlegtos¢ pomiedzy dwoma zdarzeniami jednoczesnymi p,q € i—"f', zadana
jest iloczynem skalarnym llg —pl| = (q —p)(q — p)
w przestrzeni liniowej R’
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