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Wprowadzenie

Intuicyjnie mozemy powiedzie¢ ze spinory to swojego rodzaju wektor ktory
posiada dlugos¢, kierunek oraz wlasnie pewng dodatkowa wlasciwosc¢.
Wyobrazmy sobie ze nasz spinor jako wektor ma na jednym koncu
przyczepiong elastyczng gumowag taSme. Drugi koniec przytwierdzamy do
Sciany. Dzieki temu ze jest to spinor poza dlugo$cig i kierunkiem bedziemy
wiedzie¢ czy taSma ta zostala skrecona parzys$cie czy nieparzy$cie razy.



Wprowadzenie

W geometrii i fizyce spinory sg elementami zlozonej przestrzeni wektorowe;j
ktora moze by¢ zwigzana z przestrzenig euklidesowg. Gdy ta przestrzen
poddawana jest niewielkim rotacjom spinory przeksztalcajg sie liniowo. W
przeciwienstwie do wektorow i tensoréw gdy dokonamy pelnego obrotu
przestrzeni to spinor przeksztalca sie w swoj ujemny odpowiednik. Spinory sg
niezbedne do opisania wewnetrznego momentu pedu (czyli spinu).




Wprowadzenie

Spinory charakteryzujg sie specyficznym sposobem w jakim zachowujg sie
pod wplywem rotacji. Istniejg dwie wyrdzniajace sie topologiczne klasy
Sciezek przez obroty ktore skutkujg tym samym og6lnym obrotem.
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Jak widzimy na animacji powyzej uzywajac obrotu o 360 ° nie
jesteSmy w stanie odksztalci¢ wstgzki



Wprowadzenie

Aby tego dokonaé potrzebujemy uzy¢ innej klasy. W tym przypadku
obracamy wstgzke o 720°. Jak wida¢ odksztalcenie przebiega bez wiekszych
problemow co nie bylo mozliwe w poprzednim przypadku.



Wprowadzenie

Innym przykladem jest obiekt przyczepiony do pasow ktory obraca sie bez
zaplatania sie. JeSli przyjrzymy sie obracajacemu sie obiektowi mozemy
zauwazyc¢ ze dla obrotu o 360° spirala zostanie odwrécona od poczatkowej
konfiguracji a dla obrotu 720° powraca do pierwotnego stanu




Wprowadzenie





Podzial

Spinory mozemy rozumie¢ tez na dwa sposoby. Pierwszym jest teoria
reprezentacyjna z ktorej punktu widzenia wiemy ze istnieja wcze$niej pewna
reprezentacja algebry Liego grupy ortogonalnej ktéra nie moze by¢ utworzona
przez zwykle konstrukcje tensorowe. Gdzie wlasnie ta reprezentacja jest
oznaczana jako reprezentacja spinéw i jej elementéw (spinoréw). Wtedy spinor
musi naleze¢ do reprezentacji podwoéjnej nakrycia dla grupy rotacji SO(n,R).
Nakrycia te sg grupami Liego zwane grupami spinowymi Spin(n). Wla$nie w tej
grupie manifestujg sie po raz pierwszy zastosowania i wlasciwosci spinow.

Drugim punktem widzenia spinoréw jest geometryczny w ktorym mozemy
jednoznacznie skonstruowac spinory a nastepnie zbada¢ jak zachowujg sie one
pod wplywem pewnych grup Liego. PodejScie to ma jedna duza zalete a
mianowicie, zapewnia konkretny i elementarny opis tego czym jest spinor.
Niestety taki opis staje sie nieporeczny gdy potrzebne sa skomplonowane
wlasciwos$ci spinorow.



Grupy Spinu

Spinory tworza przestrzen wektorowa zwykle nad liczbami zespolonymi
wyposazonymi w liniowg reprezentacje grup spindéw ktéra nie uwzglednia
reprezentacji grupy obrotow.
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Grupy Spinu

Myslac o elementach grupy spinéw jako klasach homotopii
jednoparametrowych rodzin rotacji, kazdy obroét jest reprezentowany przez
dwie odrebne klasy homotopii Sciezek do tozsamoSci. Jesli
jednoparametrowa rodzina rotacji jest wizualizowana jako wstazka w
przestrzeni, przy czym parametrem dlugos$ci tuku jest ta wstazka (jej styczna,
normalna, klatka binarna faktycznie daje rotacje), wtedy te dwie odrebne
klasy homotopii sg wizualizowane w dwa stany ukladanki podstepu paska
(tak jak bylo pokazane na poprzednich slajdach). Przestrzen spinorow jest
pomocniczg przestrzenig wektorowg, ktéorg mozna skonstruowacé wyraznie we
wspolrzednych, ale ostatecznie istnieje tylko do izomorfizmu, poniewaz nie
ma "naturalnej” konstrukeji, ktéra nie opiera sie na arbitralnych wyborach,
takich jak uklady wspolrzednych. Pojecie spinoréw mozna powigzac, jako taki
pomocniczy obiekt matematyczny, z dowolng przestrzenia wektorowg
wyposazong w kwadratowg forme, taka jak przestrzen euklidesowa z jej
standardowym produktem punktowym, lub przestrzen Minkowskiego z jej
metryka Lorentza. W tym ostatnim przypadku "rotacje" obejmuja podwyzki
Lorentza, ale poza tym teoria jest zasadniczo podobna.



Spinory w fizyce

Najbardziej typowym typem spinora jest spinor Diraca, ktory jest elementem
podstawowej reprezentacji Cf,.,(C) dla zlozono$ci algebry Clifforda Cf,,(R)
do ktorej nalezy grupa spinowa Spin(p,Q) ktéra moze by¢ obsadzona. Na
przestrzeni 2k- lub 2k+ jednowymiarowej spinor Diraca moze by¢
reprezentowany jako wektor o liczbach zespolonych 2k. W parzystych
wymiarach reprezentacja ta jest redukowalna gdy jest reprezentowana przez
Spin(p,q) i rozkladamy a na prawoskretng i praworeczng reprezentacje
spinora Weyl’a. Ponadto wystepuje tez mniejsza rzeczywista reprezentacja
spinora Majorany ktora jesli wystepuje w wymiarze rOwnomiernym,
reprezentacja ta ulega rozpadowi na dwie reprezentacje spinora Majorany-
Weyla.



Spinory w fizyce

Spinory Diraca, Lorentza, Weyla i Majorany s ze soba powigzane a ich
zwigzek mozna wyjasni¢ na podstawie rzeczywistej geometrycznie algebry.

Masywne czasteczki takie jak elektrony opisywane sg jako spinory Diraca.
Klasyczne neutrino standardowego modelu fizyki czastek jest przykladem
spinora Weyl’a, lecz z ostatnich obserwacji oscylacji neutrin uwaza sie ze nie
sg one spinorami Weyl’a a jednak spinorami Majorana. Nie wiadomo czy (V2
spin) Weyl’a istnieje w przyrodzie lecz w 2015 odnaleziono kwaziczastki
zachowujace sie jak fermiony Weyl’a.



Przyklad 2D

Niektore proste przyklady spinoréw o niewielkich rozmiarach wynikaja z
rozwazenia rownych podalgebr algebry Clifforda Cf,, (R). Jest to algebra
zbudowana z ortonormalnej podstawy n = p + q wzajemnie ortogonalnych
wektorow z dodatkiem 1 mnozeniem, z ktorych p ma norme +1, a ¢ ma norme
-1, z regulg produktu dla wektoroéw bazowych.

-1 i=jie(p+1...n)

+1 i=4,1(1...p)
EI'EJ':{
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Algebra Clifforda Ct, ,(R) zbudowana jest na podstawie jednej jednostki:
skalarnej, 1, dwoch ortogonalnych wektor6w jednostkowych, o, 1 0, oraz
jednej jednostki pseudoskalarnej i = 0,0,. Z powyzszych definicji wynika, ze
(01)2 = (02)2 =11 (0102) (0102) = -0,0,0,0, = -1.



Przyklad 2D

Dopuszcza operacje koniugacji (analogiczng do sprzezenia zespolonego),
czasami nazywang odwrotnoscig elementu Clifforda, zdefiniowang przez:

(a+bayos)" = a+ boyey

Ktoéra dzieki relacjom Clifforda zapisujemy jako:

(a+boyoa)" =a+ boyey = a— bayos
Dzialanie rownego elementu Clifforda y € Clo, ,(R) na wektory

uwazane za jednostopniowe elementy Ct, ,(R) sa okreslane przez
odwzorowanie ogolnego wektora u = a,0, + a,0, na wektor:

1(u) = yuy’

Gdzie y* jest sprzezeniem y a produktem jest mnozenie Clifforda. W tej
sytuacji spinor jest zwyklg licza zespolona.



Przyklad 2D

Dzialanie y na spinorze @ jest podawane przez zwykle mnozenie zlozone:

V() = .

Istotng cechg tej definicji jest rozr6znienie miedzy zwyklymi wektorami i
spinorami, przejawiajace sie w tym w jaki sposob rOwnomierne elementy
dzialaja na kazda z nich na rézne sposoby. Ogéblnie rzecz biorac szybkie
sprawdzenie relacji Clifforda ujawnia ze réwne stopnie elementéw lacza sie
z normalnymi wektorami:

- 2
y(u) = yuy" =y u

Z drugiej strony, w porownaniu z dzialaniem na spinorach
y () = Yo, y na zwyklych wektorach dziala jak kwadrat jego
dzialania na spinory.



Przyklad 2D

Rozwazmy dla przykladu implikacje tego dla rotacji plaskich. Obracanie
wektora o kat O odpowiada y. = exp (0 0,0.), tak aby odpowiednie dzialanie
na spinorach odbywalo sie przez y = + exp (0 0,0, / 2). Generalnie, z powodu
logarytmicznego rozgalezienia, niemozliwe jest wybranie znaku w spojny
sposob. Tak wiec reprezentacja rotacji ptaskich na spinorach jest
dwuwartoSciowa.

W zastosowaniach spinoréw w dwoch wymiarach powszechne jest
wykorzystywanie faktu, ze algebra rownomiernych elementéw jest identyczna
z przestrzenia spinorow. Tak wiec, poprzez naduzywanie jezyka, dwa sa
czesto laczone. Mozna wtedy méwié o "dzialaniu spinora na wektorze". W
ogblnym ustawieniu takie stwierdzenia sa bez znaczenia. Ale w wymiarach 2 i
3 (stosowanej na przyklad do grafiki komputerowej) maja sens.



Podsumowujac spinory mozemy opisa¢ w prostych slowach jako ,wektory
przestrzeni ktorych transformacje sa w szczegolny sposdb powigzane z
obrotami przestrzeni fizycznej”. Niemniej jednak pojecie to jest powszechnie
uwazane za notoryczne trudne do zrozumienia co ilustruje wypowiedz
Michaela Atiyah :

Nikt w peini nie rozumie spinorow. Ich algebra jest formalnie rozumiana,
ale ich ogolne znaczenie jest tajemnicze. W pewnym sensie opisujq one
"pierwiastek kwadratowy" geometrii i podobnie jak zrozumienie
pierwiastka kwadratowego z -1 zajeto wieki, to samo moze dotyczyé
spinorow.



Dziekuje za
uwage
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