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Przypusémy, ze dystrybucja D jest rozpinana przez rodzine pdl
wzajenie komutujacych: [()‘?’ ()?} =0

Okazuje sie, ze wtedy przesuwajac sie wzdtéz tych pél od
wybranego punktu x, pozostaniemy w pewnej k-wymiarowej
powierzchni (podrozmaitosci) N,, C M, zanurzonej w M, a wiec
wcale nie dotrzemy do dowolnego punktu w przestrzeni. Aby sie o
tym przekonaé rozwazmy odwzorowanie:

0 @ o
RKD 0 (.., 1) = GXo..0GX oGS (x0) EM

Pola te komutuja, wiec kolejnos¢ sktadania transformacji w
powyzszym wzorze nie ma znaczenia.
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Lematl ;: Zachodzi tozsamos¢:

o

ot 7

Dowéd: Oznaczmy:

(3)}1) ()2<) ()1<)
G2 0...0G5 oGy (x0) =y

()‘2) ()2<) ()1<) ()’2) (;)
GX 006X 0 G (x0) = G 0.0 GX(y) = z
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Mamy zatem:

o (k) ()2<) ()1<) ()’2) ()?
ot aG 0..0G5 0Gj (x0) = 87 £k .0 G (y)
o W © W ® G (2)
BIT) Gtk 0..0G; oGy (x0) = (Gtk )xo...0 (Gta+1 )« X (v)
o W @ (a)
DG 006X 0 GX() =X (2)

Zauwazmy, ze transport pola ()?) wzdtéz pozostatych komutujacych
z nim pél nie zmienia tego pola.

Whiosek: W kazdym punkcie rozmaitosci Ny, jej przestrzen styczna
jest réwna przestrzeni D:

TNy, =D, C T,M
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Definicja: Podrozmaitos¢ N C M nazywamy rozmaitoscia catkowa
dystrybucji D jesli w kazdym jej punkcie zachodzi

D,=T,N

Pokazalismy,ze dystrybucja rozpinana przez komutujace pola
wektorowe ma powierzchnie catkowe. Jest ich wiele, bowiem punkt
wyjsciowy xg mozna wybra¢ dowolnie. Jesli jednak zastapi¢ go
innym punktem lezacym w tej samej powierzchni M, to otrzymamy
inna parametryzacje tej samej podrozmaitosci catkowej. Aby
ponumerowa¢ rézne powierzchnie catkowe wystarczy wzigé¢ dowolna
(n-k)-wymiarowa powierzchnie K C M, transwersalng wzgledem
dystrybucji D i rozpoczyna¢ nasza konstrukcje zawsze z punktu
lezacego na tej powierzchni xg € K.
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Transweralno$¢ powierzchni oznacza, ze jej przestrzen styczna jest
roztaczna z dystrybucja D, tzn.: D, N T, K = 0. Jesli teraz
(7"),r=1,....,n— k; to (7", t?) stanowia uktad wspétrzednych w
catym M, wedtug wzoru:

(k) @

R">U> (7'17 ...,Tnik, tl, ceey tk) — Gt)k< 0..0 Gt)l((XO(Tr)) c M.
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Whiosek: Jesli dystrybucja D jest rozpieta przez komutujace pola
wektorowe, to w otoczeniu kazdego punktu x € M mozna
wprowadzi¢ wspétrzedne (77, t7) takie, ze ich pierwsza grupa
numeruje rézne powierzchnie catkowe dystrybucji, zas ona sama
jest ropieta na rézniczkowaniach wzgledem wspétrzednych z drugiej
grupy:

D, span{ }C TM.

ot atk
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Pokazalismy zatem jak "catkowac" dystrybucje D, jesli jest ona
rozpieta przez komutujace pola wektorowe. Jednak w
zastosowaniach czesto wystepuje sytuacja, gdy badana struktura
fizyczna wyréznia pewna dystrybucje rozpietg przez uktad pdl
wektorowych, jednak wcale nie komutujacych. Zachodzi pytanie,
czy dystrybucja jest, czy nie jest catkowalna? Dwuwymiarowa
dystrybucja rozpieta na polach X i Y na pewno nie jest catkowalna,
bo posuwajac sie wzdt6z tych pdl jestesmy w stanie dotrze¢ do
kazdego punktu tréjwymiarowej przestrzeni, a zatem nie
pozostaniemy wewnatrz zadnej hipotetycznej, dwuwymiarowe;j
powierzchni catkowej.
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Zauwazmy, ze dla dystrybucji catkowalnej tworza pola %. A zatem
dowolne dwa pola wektorowe X i Y lezace w takiej dystrybucji s3
kombinacjami

0 0
X=X"—"Y=Y"_"
ota’ ot?’

Zatem ich komutator tez lezy w tej dystrybucji,

[X, Y] = (XPop,Ya - Ybabxa)aata €D
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Oznacza to, ze dowolne pole wektorowe lezace w dystrybucji D jest
jej polem symetrii. Wynika stad warunek konieczny na
catkowalnos¢:

X,YeD=[X,Y]eD

Dystrybucja spetniajaca ten warunek, czyli "domknieta ze wzgledu

na branie komutatoréw" nazywa sie inwolutywna. Okazuje sig, ze
jest to réwniez warunek konieczny na catkowalnosc.

Klaudia Tokarz, Agnieszka Rabiej

Twierdzenie Frobeniusa



. . . Twierdzenie Frobeniusa
Twierdzenie Frobeniusa

Twierdzenie Frobeniusa

Twierdzenie Frobeniusa: Dystrybucja D jest catkowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy jest inwolutywna.

Dowod Twierdzenia Frobeniusa: Pakazemy, ze w otoczeniu kazdego
punktu x € M da sie skonstruowa¢ uktad wspétrzednych (77, t')
taki, ze (7") numeruja rézne powierzchnie catkowe dystrybucji, zas
ona sama jest rozpieta na rézniczkowaniach wzgledem
wsp6trzednych z drugiej grupy. W tym celu postapimy identycznie
jak w przypadku komutujacym: wybierzemy dowolna
(n-k)-wymiarowa powierzchnie K transwersalng wzgledem
dystrybucji D a na niej jakis uktad wspétrzednych (77).
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Nastepnie zdefinujemy zadany uktad wspétrzednych (77, t')
wzorem:

(k) (1)
R">U> (7'1, e TR tk) — Gt{ 0...0 Gt)f(xo(rr)) e M,

(O]
gdzie jako { X, ..., X } wybierzemy dowolny uktad pél wektorowych

rozpinajacych dystrybucje D. Pola te zapewne nie komutuja.
Zatem, w odréznieniu od sytuacji komutujacej, wynik zalezy od

()
kolejnosci aplikowania grup Gt)f do punktu x,(7") € K.
Decydujemy sie na kolejnos¢ jak we wzorze powyzej. Poniewaz pola
sa liniowo niezalezne, wzér ten definiuje lokalny uktad
wsp6trzednych w otoczeniu punktu x € M.
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Do zakonczenia dowodu wystarczy pokaza¢, ze powierzchnie N(;r
odpowiadajace ustalonej warosci parametréw (7") sa
powierzchniami catkowymi dystrybucji D. Ale przestrzen styczna do
takiej powierzchni jest rozpieta przez wektory %. Stosujac
oznaczenia z dowodu Lematu 1 widzimy, ze zachodzi wzér:

o W @ o @ @ (2)
ﬁGtk ©...0 Gtz © th (XO) = (Gtk )* ©...0 (Gta+1 )* X ()/)7

cho¢ nastepny wzér:

9 W @ (a)
e -G 0...0GX o GX(x) =X (2)

nie jest juz prawdziwy, bowiem pola nie komutuja.
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Tym niemniej zachodzi réwnos¢:

P @ G0 (a)
s = (GX)wo..o(G5)w X (v) € D,

na mocy twierdzenia:
Twierdzenie: Pole Y jest polem symetrii dystrybucji D, tzn.

zachodzi wzér:
(GY).DcD,

wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek X € D = [Y, X] € D,
czyli gdy jego nawias Lie'go z dowolnym polem z D tez jest polem z
D.
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8 .
A zatem 5 € D, czyli

0 0
TZN(Tr) = Span{ﬁ7”.’ W} = DZ’

co konczy dowéd. O
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