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Grupa Liego

Grupa Liego — grupa, ktéra jest zarazem gtadka rozmaitoscia (obiektem
geometrycznym, ktéry lokalnie ma strukture przestrzeni wektorowej).
Przyktadem grupy Liego jest grupa obrotéw przestrzeni tréjwymiarowej. Grupy
Liego sa czesto spotykane w analizie matematycznej, fizyce i geometrii.
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Algebra Liego

Z kazda grupa Liego G mozemy powigza¢ algebre Liego nad przestrzenia
wektorowa styczng do przestrzeni G w jedynce (elemencie neutralnym).
Nieformalnie mozemy mysle¢ o elementach algebry Liego jako o elementach
grupy, ktére sg ,nieskonczenie blisko” jedynki.

Takie przeksztatcenie grupy Liego w algebre Liego nastepuje poprzez
linearyzacje grupy.
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Linearyzacja ciagtej grupy Liego

Konstrukcja jest stosunkowo prosta, gdy tylko jawna parametryzacja
podstawowej réznorodnosci i wyrazenie dla prawa kompozycji grupowej sa
dostepne. W szczegdlnosci, w przypadku grup macierzowych mnozenie
macierzy, mozna zbudowa¢ algebre Liego bezposrednio dla grup macierzy Liego.
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Przyktad linearyzacji

Zwykte i wygodne jest parametryzowanie grupy Liego, aby pochodzenie uktadu
wspdtrzednych byto odwzorowywane na tozsamo$é grupy.

(a, b,c) — M(a, b,c) = {a +1 bcﬁl}
c a+1

Linearyzacja
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Przyktad linearyzacji cd

Grupa jest linearyzowana poprzez badanie sasiedztwa tozsamosci. Dokonuje sie
tego, pozwalajac, aby parametry (a, b, c) staty sie nieskonczenie

mate i rozszerzyty dziatanie grupy pod wzgledem tych nieskonczenie

matych do pierwszego rzedu

(a,b,c) — (62,6b,5¢) — M(ba, b, 6c) = {1 *oa H‘?ZM]
6C 1+da

Linearyzacja przy nieskonczenie matych elementach
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Przyktad linearyzacji cd cd
Podstawowymi wektorami w algebrze Liego sa nieskofczenie mate
wspotczynniki pierwszego rzedu. W tym przypadku wektorami podstawowymi
s3 macierze 2 x 2.

_|14+éa b
(a, b,c) — (da,0b,5¢c) — M(da,db,dc) = { sc 1- 53}

X, = [(1) 01} _ 9M(a, b, )

- 0a (3,5,¢)=(0,0,0
x {o 1} OM(a, b, c)
b = =255

00 9b (a,b,c)=(0,0,0
0 0] OM(a,b,c)
X=11 o= ac

¢ (a,b,c)=(0,0,0

Podstawowe wektory przy linearyzacji
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Mapy linearyzacji: EXP

Zatézmy, ze X jest operatorem w algebrze Liego. Jesli € jest mata liczba
rzeczywista to | + eX przedstawia element w naszej grupie blisko tozsamosci.
Wielokrotnie oddalajac sie od tozsamosci mozemy zapisaé, ze:

: 1o s X"
I 1+ =-X)" = — = EXP(X
kLmoo( + k ) Z n! (X)

n=0
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Przyktad EXP

Wezmy taki wektor X, ze:
a b
X =aX,+ bXp + cXc = c
EXP(X) mozemy zapisa¢ jako:

EXP(X) = EXP(aX, + bX» + cX) Z 1 [" - ]
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WHtasnosci algebry Liego

1. Operatory w algebrze Liego tworza liniowa przestrzehn wektorowa.
Xecg, Yeg aX+8Ycg
2. Komutator dwdch operatoréw znajduje sie w algebrze Liego.
Xeg, Yeg, [X,Y]€yg
3. Operatory spetniaja tozsamo$¢ Jakobiego.

[X,[Y,Z]]—F[Y, [Z»X]] + [Z’ [X7 Y]] =0
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Stabe struktury algebry Liego

Wektory bazowe, moga by¢ wyrazone jako liniowa superpozycja tych wektoréw:
[X:, X1 = Cif Xi

Wspétczynniki C,-j—‘Xk to state struktury algebry Liego. Z antysymetrcznosci
komutatora wynika antysymetryczno$¢ w statej struktury, co oobrazuje nam ten
przyktad:

[Xi>)<j] + [)Q,X,] =0
Dla statej struktury:
Ci+Ci=0
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Reprezentacja regularna

Jest to powiazanie macierzy R(Z) z kazdym elementem algebry Liego.
Regularna reprezentacja n-wymiarowej algebry Liego jest zbiorem macierzy
n X n. Ta reprezentacja zawiera te same informacje co state struktury.

[Z, X1 = R(Z),X;
Dla regularnej reprezentacji wektora bazowego, mamy:

[Z,X:] = R(X:)f Xk = Cjf X«
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Przyktad reprezentacji regularnej

Przyktad reprezentacji regularnej

Prosta reprezentacja regularna Liego:

0 —-2b 2c
R(X) = R(aXa+bXp+cXc) = aR(Xa)+bR(Xp)+cR(X:) = | —c  2a 0
b 0 -2a
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Przyktad reprezentacji regularnej

Struktura algebry Liego

Pierwszym krokiem do problemu klasyfikacji jest odkrycie regularnosci
reprezentacji algebry Liego pod zmiang bazy. Szukamy bazy, ktéra przyniesie
reprezentatywna macierz kazdego elementu algebry Liego réwnoczesnie do
jednej z trzech form:

. 1)\ &x -
Jim, (’ + ;X) =3 ST =EXP(X) X = aX, +bXy+ X, = [" b } EX00 = XX, + 030 k= 30 4[]

=1 —a

Nieregularna redukowalnaPétprostokatna w petni Prosta nieredukowalna
redukowalna
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Przyktad reprezentacji regularnej

Przyktad

Nie jest mozliwe zredukowanie réwnoczesnie regularnej reprezentacji trzech
generatoréw Xa, Xp, i Xc przy s[(2; R) do niejednoznacznej, albo do
uproszczonej formy. Jednak, grupa Euklidesowa E(2) ze struktura:
cos(0) sin(0) t
E(2) = |—sin(8) cos(f) t
0 0 1

ma algebre Liego z trzema nieskonczenie matymi generatorami:
0 1 0 0 01 0 0 O
L,=]-1 0 0f Pkh=1|0 0 Of P, =10 0 1
0 0 O 0 0 O 0 0 O

i regularna reprezentacja:

0 -6 0
R(OL; + 1P« + t2Py) = [ 0 0 O]
—b t1 0
Gdzie wiersze i kolumny s3 kolejno oznaczone jako wektory Py, P, oraz L,.
Ta regularna reprezentacja ma diagonalng strukture blokowa nieregularnej
algebry Liego.
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Przyktad reprezentacji regularnej

Inner product — uogdlniony iloczyn skalarny zdefiniowany dla przestrzeni
rzeczywistych

Poniewaz algebra Liego jest liniowg przestrzenig wektorowg, mozemy natozyé
na nig wszystkie struktury, ktére sprawiaja, ze liniowe przestrzenie wektorowe sa
tak proste i wygodne w uzyciu. Obejmuja one iloczyny skalarne i odpowiednie
wybory wektoréw bazowych. Inner product w przestrzeni macierzy jest prosty
do skonstruowania. Dobrze znany i uzyteczny iloczyn skalarny wystepuje, gdy
A, B s3 p x g macierzami czyli iloczynem skalarnym Hilberta—Schmidta.

(A, B) =trA'B

Ten inner product jest dodatnio okreslony, gdy:

(AA) =Y |AF>0 =0=A=0
i
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Przyktad reprezentacji regularnej

Inner product

Jesdli zaadoptujemy iloczyn skalarny Hilberta—Schmidta na regularna
reprezentacje g, wtedy:

(X, X)) = trR(X:)'R(X;)) Z Z R ROG: =D ¢ ¢

i nazywamy to forma Cartana—Killinga
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Przyktad reprezentacji regularnej

Metryka Cartana—Killinga

Forma Cartana—Killinga jest szeroko stosowana w teorii klasyfikacji algebr Liego.
Miare Cartana-Killinga mozna wykorzystaé¢ do dalszych udoskonalen struktury
algebry Liego. Przestrzen wektorowa algebry Liego moze by¢ podzielona na trzy
podprzestrzenie pod iloczynem skalarnym Cartana-Killinga. Inner product jest
okreslony dodatnio, ujemnie okreslony i identyczny zero na tych trzech
podprzestrzeniach:

g=Vo+V_+ VW

Vo nilpotent invariant subalgebra
Cartan—Killing
— > ¢ V_  compact subalebra

inner product

Vi noncompact operators

Dekompozycja pod wewnetrznym produktem Cartana—Killinga.
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Przyktad reprezentacji regularnej

Przyktad
Cartan-Killing inner product na regularnej reprezentacji s((2; R):
0 -2b 2c7°
(X, X)=trR(xX)R(X) =tr |—c 2a 0 =8(a” + be)
b 0 —2a

Na tej podstawie mozemy fatwo wyprowadzi¢ forme metryki dla Cartan-Killing

inner product:
8 0 0] /a
8(a°+bc)=(abc) [o 0 4] <b>
0 4 0 c

Wygodny wybdr wektoréw bazowych to taki, ktére diagonalizuja te macierz
metryki: X; i X& = Xp = Xc W tej bazie macierz metryki:

8 0 07X
08 0]X:

0 0 —8fX-
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Przyktad reprezentacji regularnej

Przyktad, cd.

W tym odwzorowaniu jasne jest, ze operator X_ obejmuje jednowymiarowa
zwarta podalgebre w s[(2; R) i generatory X;,X: sa niezwarte. Powinni$my
tutaj zaznaczy¢, ze inner product mozna réwniez obliczy¢ jeszcze prosciej
definiujac 2 X 2 macierz reprezentacji s((2; R)

(X, X) = tr L’f _ba} — (& + be)

Daje to inner product, ktéry jest proporcjonalny do inner product uzyskanego z
regularnej reprezentacji. Ta obserwacja moze by¢ uzyta do szybkiego obliczania
Cartan-Killing inner products dla wszystkich macierzy algebry Liego
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Przyktad reprezentacji regularnej
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