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Entropio

Mamy stan x o zadanych parametrach (V,T,P) i chcemy przejs¢ do stanu y
o innych parametrach (V,T,P) to takie przejscie opisuje entropia.

Jesli uktad pozostawimy samemu sobie to stan x moze ewoluowac jedynie
do standw takich samych lub wyzszych. Oznacza to, ze entropia stanu x jest
mniejsza lub rowna stanowi y

x<y o S5k)<S(y)

Entropia dla stanu poczgtkowego nie moze by< mniejsza niz dla stanu
koncowego.




Jesdli stan x moze przejsc do stanu y i odwrotnie tzn. ze stany xiy sg
rownowazne.

X =Yy

Kazde dwa stany sg porownywalne jesli nie mamy do czynienia z reakcjami
chemicznymi.




Entropie dwodch uktadow sie sumujq.
S +S(y) =5k, y)

Jezeli mamy takie samy uktady to:
S(x)+ S(x) =25(x)

Uktady sg adiabatycznie rownowazne kiedy entropie sg takie same.

XS<Yyly<z >x<zZz

Jezeli dwa stany sg potgczone termicznie to entropie sie wyrownujg.




Tw.Frobeniusa

Czy zawsze mozna znalezcC
prostopadtq powierzchnie do rodzin
ptaszczyzn w R3¢

Niech C bedzie
sparametryzowang
krzywq poprzeczng do
domniemanej rodziny
catkowalnych
powierzchni. Mozemy
zdefiniowac funkcje
f=f(x), ktorej to
powierzchnia nalezy do
poziomu powierzchni
gdzie f=t1, sktadajgca sie
z catkowalnegj
powierzchni przebijane;
przez poprzeczng krzywq
C, przy wartosci
parameftru t=t11.




Powierzchnia f dana przez
wektor n prostopadty do
ptaszczyzn.

n=AVf; gdzie A czynnik
catkujgcey, Vf- gradientowe
pole wektorowe funkcji
skalarnej .

We wspotrzednych
kartezjanskich kowektor

v=n; dx" musi spetniaC warunek
v=Adf i jeslidv=dA i df=(d log
AN v, to uzyskujemy warunek
catkowalnosci Eulera.

Jerzeli takie catkowalne
powierzchnie istniejq to:
v A\ dv =0.




I Jesli dv=0, v=dg, wiec n jest
prostopadty do powierzchni, g=stata.

Rozwazanie ptaszczyzn prostopadtych

wzgledem wektora n okreslonego

d d d
N=y— —x— +—,

Nastepnie v=ydx-xdy+dz, wiec v A
dv=-2dx Ady A dz +0, wektrory n nie
sg prostopadte do rodziny ptaszczyzn.

Klasycznie, we wspotrzednych
kartezjanskich, ptaszczyzny
ortogonalne do wektora n bedg
zapisane:

v=ydx-xdy+dx =0; czyli sktadowe
wektora przecingjg sie w jednym
punkcie "umowne” O

Lbior ptaszczyzn na wszystkich
punktach x w R3 jest nazywany
dystrybucjq zwigzang z 1-formqg v.



Mamy zbidr ptaszczyzn w przestrzeni, te ptaszczyzny sq znane przez
przynajmnie] dwa wektory. Dwuwymiarowa ptaszczyzna potrzebuje
dwaoch nierdbwnolegtych wektorow. Mamy zbidr ptaszczyzn i pytanie
kiedy sg one catkowalnee Wektory te tworzg w kazdym punkcie
dystrybucje D. Na pytanie czy mozna przeprowadzi¢ takg
powierzchnie, ktdra jest styczna do ptaszczyzn w kazdym punkcie
odpowiada tw. Frobeniusa.

Dystrybucije sq to pola wektorowe. Zapisana w taki sposob:
wspotrzedna razy pochodna. Pola fe mogq dziatac na siebie- to
nazywamy nawiasem Liego . Jesli mamy wektor V i drugi wektor B, to
mozemy wzigcC ich nawias

Vvi Bbf—

oxt 0xJ
[V, B]f:VOB(f)—B0 (f)—
vt ﬁ(bf ﬁ f) — b’ ax](v f) [ pole wektorowe ]0f/dxt

Otrzymamy pochodng pierwszego rzedu, a drugie sie kasujq.
Dystrybucja rozpinana przez komutujgce pola wektorowe ma
powierzchnie catkowe.



Kiedy dystrybucja jest catkowalna?

Dwuwymiarowa dystrybucja rozpieta na polach V i B nie jest catkowalna,
bo posuwajqgc sie wzdtuz tych pdl jesteSmy w stanie dotrze¢ do kazdego
punktu frojwymiarowej przestrzeni, a zatem nie pozostaniemy wewnagtrz

zadnej hipo’re’rycznej dwuwymiarowej powierzchni catkowe.
i 9 i
V=yp! B=b" ——

dxt

|V, B]f=VOB(f)—BO (f) - Ich komutator lezy w tej dystrybucii

V.B]=v! -=(b) == ) — bJ - (v’ = f)€ D

Dystrybucja D jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest inwolutywna.




Oznacza to, ze dowolne pole wektorowe lezgce w dystrybucii D jest
jej] polem symetrii.

V.B € D => [V, B] € D- dystrybucja jest inwolutywna.

Tw. Frobeniusa mowi tyle, ze jezeli wezmiemy dwie takie same
dystrybucije i zrobimy wszystkie mozliwe nawiasy(wszystkie mozliwe
komutatory)to nie otfrzymamy innego wektora, ktérego mozna by
byto ztozyC z tych poprzednich —kryterium catkowalnosci.

Warunek catkowalnosci mowi, ze dystrybucija jest w inwoluciji. Jezeli
dystrybucja jest w inwoluciji, czyli jest ona stosowana z nawiasami
wowczas wystepuje rozmaitosc catkowalna(istnieje powierzchnia,
ktora jest styczna do kazdej z ptaszczyzn).

Wtedy w termodynamice mozna skonstruowac entropie.




Warunek inwoluciji skonstruowano przy pomocy fal rozniczkowych.
Ptaszczyzne mozna zdefiniowac nastepujgco: mamy n-ptaszczyzn to
potrzebba n-wektorow, ktére sg mniej wiecej rownolegte do siebie,
zeby jg zdefiniowac. Mozna podac warunek definiujgcy, powiedziec,
ze istnieje taka funkcja, ktéra na wektorach sie zeruje. Jezeli mamy
przestrzen n+1-wymiarowq- to mamy jeden warunek, ktory zadaje
nam ptaszczyzna. Dostajemy n-wymiarowq ptaszczyzne.



Twierdzenie Caratheodory’'ego

W dowolnie bliskim otoczeniu kazdego stanu rownowagi uktadu
termodynamicznego znajdujq sie stany nieosiggalne na drogach
adiabatycznych

Rozwazmy nastepujgce doswiadczenie. Gaz w naczyniu zaopatrzonym w
mieszadetko ostoniety jest adiabatycznie. Mieszadetkiem wykonujemy
prace nad gazem i w ten sposodb zmieniamy jego stan. Jesli objetosc
naczynia pozostaje stata, to temperatura gazu wzrasta w wyniku mieszania.
Zatem w wyniku mieszania mozemy osiggngc¢ dowolny punkt na lub
powyzej adiabaty. Punkty lezgce ponizej adiabaty sg nieosiggalne, gdyz to
wymagatoby, aby temperatura uktadu obnizyta sie np. kosztem tego, iz
mieszadetko zacznie czerpac prace z uktadu.




Jezeli mamy dwa punkty lezgce koto siebie, w przestrzeni nie ma zadnych dziur, lokalnie
jest to przestrzen Euklidesowa, to mozemy traktowac entropie jako funkcje ciggtg tzn.
mozemy jg rozniczkowac.

W otoczeniu dowolnego stanu, mozemy osiggngc inny stan poruszajgc sie tylko po
wyznaczonym ,torze’.

Istniejq stany, ktére nie mogg byc osiggniete z pewnego stanu.

Jesli przestrzen podzielimy na ptaty i uktad pozostawimy sam sobie, to nastgpi przejscie
adiabgfyczne wzdtuz wyznaczonych ptatdw, sq one opisane pewnymi parametrami V, T,




Jesli uktad mogtby poruszac sie dowolnie, to mozna bytoby konstruowac perpetuum
mobile, ktére jedynie czerpatoby energie a nie oddawat.

Istniejg w przestrzeni pewne podziaty i wzdtuz tych ptaszczyzn moze sie poruszac uktad
jesli zostanie pozostawiony sam sobie.

Ptaszeczyzny te sg nazwane wiezami holonomiczymi.




Dziekuimy za uwage!




