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Powierzchnia

Powierzchnia

Powierzchnia to dwuwymiarowa podprzestrzen zanurzona w

przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Niech M? C R? bedzie powierzchnia. Dla kazego punktu z € M?
przestrzen styczna T M, jest wyposazona w dwie formy dwuliniowe

zwiazane z geometrycznymi wlasno$ciami powierzchni. Nazywamy je I

i IT forma fundamentalng powierzchni.
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Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Gaussowska parametryzacja powierzchni

Dla powierzchni M? zanurzonej w przestrzni R? istnieje przestrzen
styczna T M, C R?, ktora posiada iloczyn skalarny bedacy obcieciem

iloczynu skalarnego z R3. Oznaczymy go w ten sposob:

G, : TM, x TM, — R,

przeksztalcenie to jest forma dwuliniows.

Wyznaczymy wspotczynniki tej formy w bazie przestrzeni stycznej

zadanej przez parametryzacje: R? D U 5 Mo wspolrzednych

x = (2!, 22, 2%) wokot punktu z(u) = x € M?
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Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

M? = F(U), gdzie U C R?

@2

Ful@/ou')

= x/ou!
Ao u / = d\‘/ﬂzl' axYau, ax3/ou’)
L F.(3/o)
au! = dx /o’

= @x'/au?, ax¥au?, dx¥ou)”

@

Krzywa x = x(t) ktora lezy na M? jest obrazem krzywej u® = u®(t),
stad x = x[u(t)]
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Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Po zrézniczkowaniu wektora x i zastosowaniu reguty tancuchowe;j

otrzymujemy:

dx ( 0x ) du® du®

dat  \oue) dt  Tdt
gdzie:
Jx
o = =y =1,2
X e @

sa wektorami bazy w przestrzeni stycznej do M? w kazdym punkcie

wyznaczone przez parametryzacje x.
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Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Tloczyn skalarny pary wektoréw stycznych w przestrzeni M? ma
postac:
< A,B>=<x,A4%x34° >= g,3A4*B”

gdzie wspotczynniki formy sa postaci:

./ oz ox'
oo =< >= 3 (55) (5)
=1
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Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Pierwsza forma fundamentalna powierzchni

Tloczyn skalarny wektorow inifinitezymalnego przesuniecia < dx, dx >
pozwala wprowadzi¢ element liniowy postaci:
ds? =< dx,dx >=< xaduo‘,xﬁduﬁ >= gagduo‘duﬁ.

Ta forma kwadratowa jest pierwsza fundamentalna forma powierzchni.
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Druga forma fundamentalna powierzchni

Druga forma fundamentalna powierzchni

Drugim istotnym obiektem w zagadnieniu form fundamentalnych jest
wektor normalny N. Jest to wektor prostopadly do plaszczyzny
stycznej do powierzchni w danym punkcie.

X
Niech N = v **v bedzie jednostkowym wektorem normalnym

[| Xu X Xy ||
do powierzchni M? w punkcie (u',u?). Majac wektor styczny

X = x, X% w punkcie (u',u?), niech u® = u®(t) bedzie krzywa na
du®

powierzchni M? z wektorem stycznym X w u® =0, X = —
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Druga forma fundamentalna powierzchni

Druga forma fundamentalna powierzchni

Odwzorowanie

ON
X = —No X =-—Xo"— = p(X
— Hua = (%)

definuje odwzorowanie liniowe postaci b : Miv = MS,U
Niech b3 bedzie macierza w odniesieniu do bazy x,

stad
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Druga forma fundamentalna powierzchni

Druga forma fundamentalna powierzchni

Wzdtuz dowolnej krzywej u = wu(t) na powierzchni, po

zrozniczkowaniu N otrzymujemy:

dN du”
— = —Xab§ (=
dt dt
nastepnie mozemy wprowadzi¢ formute na druga fundamentalna

forme powierzchni:

B = by pdu®du®
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Pojecie krzywizny Gaussa

Pojecie krzywizny Gaussa

Dana jest krzywa C' zdefiniowana parametrycznie x = x(s) na
powierzchni M? w R3. Niech dany bedzie rowniez wektor styczny T
do powierzchni M? w punkcie p oraz niech P bedzie plaszczyzna
rozpieta na wektorze stycznym 7' i wektorze normalnym N w punkcie
p. Plaszczyzna P przecina krzywa C na powierzchni M. Slad krzywej
C sparametryzowanej dtugoscia tuku zawiera sie w przekroju
normalnym powierzchni M? w punkcie p.

Wektor krzywizny x = kn wskazuje od punktu p w kierunku centrum

krzywizny, stad

B(T,T) = +x
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Pojecie krzywizny Gaussa

krzywizny Gaussa

z Wolanin, Michat Adame



Pojecie krzywizny Gaussa

Pojecie krzywizny Gaussa

Zdefiniujmy krzywizny gltéwne powierzchni M w punkcie p:

k1(p) = max B(T,T) ko(p) = min B(T, T) )
K1 1 ko sa wektorami wlasnymi tensora b i odpowiednich gtownych
kierunkow wektora T,.

b(Ty) = kaTa, a=1,2 )
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Pojecie krzywizny Gaussa

Pojecie krzywizny Gaussa

Zdefiniujmy dwie miary krzywizny na powierzchni M? w punkcie p:

det(bag)

—— — K1K2
det(gag)

9 krzywizna Gaussa = K := det b =

@ krzywizna Srednia= H := trb = > b% = k1 + k2
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

mania Gaussa i Codazziego
T J— T _ hT
Ry 5 = Ubap — bjbay

0,bas — I brg = Ogbay — IT5bry
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

rownan Gauss

Rozwazmy mapy geograficzne. Niech ¢ : S2 oznacza jaka$ czesé
powierzchni R?, gdzie S, jest czescia sfery o promieniu a. Aby
stworzy¢ mape czesci sfery na ptaskiej powierzchni dwuwymiarowe;j
oczekujemy zachowania odlegtosci, dla uproszczenia przyjmujemy w

skali o wartosci 1.
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

Konsekwencje rownan Gaussa

Dlugosé krzywej x = x(t) na powierzchni Ziemi wynosi:
/1 <dx dx>1/2dt
o \dt’ dt
a jej obraz w przestrzeni R? ma dlugosé:

[ @)= (@)
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

Konsekwencje rownan Gaussa

Lokalne obrazowanie rozmaito$ci Riemannowskich jest izometryczne
¢: M™ — V™ jesli obraz ¢, zachowuje dhugosé wektorow stycznych X
do M, co mozna wyrazié¢ nastepujaco: < ¢, X, ¢, X >y=< X, X >j;.
W takim przypadku obraz ¢, automatycznie zachowuje takze iloczyn
skalarny dzieki identycznosci:

XY >={IX+Y 2 | X P -] Y |2}

A wiec jesli ¢ jest lokalna symetrig to zachowane sg wszystkie

dtugosci krzywych, obszary regionéw, katy miedzy krzywymi, inaczej

mowiac mapa jest wtedy wolna od znieksztalcen.
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

Konsekwencje réwnan Gat
Na rysunku ponizej przedstawiono przeksztatcenie na dwoch
rozmaitosciach zachowujace dtugosé krzywych, ale zmieniajace

odleglo$¢ miedzy punktami.

).2

x! y!
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

rownan Gaus

Rozwazmy przypadek powierzchni M? zanurzonej w przesterzni R3.

Roéwnanie Gaussa dla tego przypadku przyjmuje postac:
Ri% := g?*Rl.5 = ¢°*(bibaa — b3ba1) = (b10% — bib?) = detb = K

Wynika z tego, ze krzywizna Gaussa K = k1K = Ri3 jest

niezmiennikiem izometrycznym.
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

Konsekwencje réwnan Gat
Jesli powierzchnia jest zginana bez rozciagania to pomimo tego, ze
krzywizny gtéwne sie zmieniaja ich iloczyn pozostanie niezmienny.

Przyktad na rysunku ponizej.

flat sheet

Kl:(lxzz()
K=0=H

€ K=0, H=—1/a
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

Konsekwencje rownan Gaussa

Jesli wezmiemy sfere o promieniu a, to jej krzywizna Gaussa wynosi
K =1/a? # 0, stad wniosek, ze kazda mapa Ziemi na plaszczyznie

musi wprowadzaé znieksztalcenia i nie moze byé izometria.
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Gauss - Theorema Egregium

Gauss - Theorema Egregium

Konsekwencje rownan Gaussa
Theorem Egregium Gaussa mowi, ze miara krzywizny powierzchni
moze byc wyrazona za pomoca tensora Ri2 i jest catkowicie

zdeterminowana przez metryke.
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The End

Dzickuje za uwage



Gauss - Theorema Egregium

[ Theodore Frankel. The Geometry of Physics.An Introduction.
Cambridge University Press, San Diego, 2012.
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