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1 Wstep

Dyskretna transformata Fouriera (DFT) jest reprezentacja wejsciowego ciagu w
dziedzinie czestotliwosci. Jest ona jedna z najwazniejszych dyskretnych transfor-
mat, majaca wiele zastosowan praktycznych. DFT znajduje zastosowanie miedzy
innymi w analizie i przetwarzaniu sygnaléw, przetwarzaniu obrazéw, kompresji
danych, rozwiazywaniu roéwnan rézniczkowych czastkowych, mnozeniu duzych
liczb calkowitych czy mmnozeniu wielomianéw. Dyskretna forma transformaty
umozliwia jej implementacje na komputerze w postaci algorytmdéw numerycz-
nych. Wiele zastosowan DFT wynika z dostepnosci szybkiego algorytmu obli-
czajacego DFT zwanego szybka transformata Fouriera (FFT)[2]. W ponizszym
artykule zostanie przedstawiony algorytm FFT i jego implementacja w jezyku
C++ i Python.

2 DFTiFFT

2.1 Pierwiastki zespolone z jednoS$ci

Znim przejdziemy do wzoru i algorytmu na dyskretng transformate Fouriera
zdefiniujemy kilka uzytecznych pojeé. Zespolony pierwiastek z jednosci to taka

liczba zespolona w, ze
wh=1 (1)

Gléwnym pierwiastkiem zespolonym z jednosci nazywamy wartosé
Wy, = e27ri/n (2)

Pierwiastki zespolone z jednosci maja nastepujace wlasnoéci:

Wtk (3)
R/ = -1 @
(wit™/2)? = (wf)? (5)
D (Wi =0 (6)
7=0



Z réwnania (5) wynika, ze dla parzystego n > 0 zbiér kwadratéw n zespolo-
nych pierwiastkéw z 1 stopnia n jest zboirem n/2 zesplonych pierwiastkéw z 1
stopnia n,/2

2.2 Transformacja prosta i odwrotna

Dyskretna transformacja Fouriera dana jest wzorem
n—1
yk:Zajw;kJ, 0<k<n-1 (7)
j=0

Roéwnanie to mozna przedstawié¢ w postaci macierzowej y = V,,a, gdzie ma-
cierz V,, to macierz Vandermonde’a zawierajaca odpowiednie potegi w,:
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Y2 =11 w2 w4 wy, 2 az
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(8)
Aby otrzymaé transforacje odwrotna nalezy pomnozyé powyzsze wyrazenie
przez V,7 1. Nie trudno sprawdzié¢, ze prowadzi to do wzoru

n—1
1 .
a4 = E ykwﬁj (9)
j=0

Jak widaé, obliczenie transformacji z definicji sprowadza sie do mnozenia
macierzy przez wektor. Jest to algorytm o zlozonosci czasowej O(n?), gdyz dla
kazdego z n wspolczynnikéw wykonujemy n operacji mnozeia zespolonego. Z po-
wyzszych wzorow widac tez, ze obliczenie transformacji odwrotnej odbywa si¢
podobnie do obliczenia transformacji prostej. Bardzo podobny bedzie tez algo-
rytm pozwalajacy obliczy¢ obie transformacje w szybki sposéb. Z tego powodu
w dalszej czesci skupimy sie tylko na transformacji prostej. Warto zauwazy¢ tez,
ze definicja prostej i odwrotnej transformacji zalezy od przyjetej konwencji (por.
1, 2)

2.3 Szybka transforacja Fouriera

Rozwiazanie, ktore zostanie przedstawione ponizej opiera sie na metodzie “dziel
i zwyciezaj“. Algorytm ten zostal przedstawiony przez Jamesa Cooleya i Johna
Tuckeya w pracy z 1965 roku, jednak byl znany juz wczeéniej (zostal wynale-
ziony przez Gaussa ok. 1805 roku)[3]. Korzysta on ze szczegdlnych wlasnosei
pierwiastkéw zesplonych z jednodci i pozwala obliczyé DFT w czasie O(nlogn).
Przedstawiony ponizej opis oparty zostal na opisie zawartym w [1].



Bez utraty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze ilos¢ wspolczynnikow n jest potega
dwéjki (dany ciag mozna uzupemié zerami). Obliczenie wspélczynnika yy jest
niczym innym jak obliczeniem warto$ci wielomianu A(z) = Z;L;OI aja?j majace-
go ograniczenie stopnia n, w punkcie w,, ¥. Algorytm opiera si¢ na podzieleniu
wspdélezynnikéw na parzyste i nieparzyste i zdefiniowaniu nowych wielomianéw
0 ograniczeniu stopnia n/2.

A () = ag + asx + asr? + oty oz ?1 (10)

A(l)(x) = ay + a3z + asz® + ..., V2! (11)

Wielomian A(x) dany jest wtedy wzorem:
A(z) = A (22) + 2AD (2?) (12)

Sprowadzamy wiec problem obliczenia wartosci wielomianu A(z) w punk-

-1, ,-2 —(n—
o, W,

tach w?, w Lwn ™Y do ewaluacji wielomianéw A (x) oraz AM)(z)
w punktach (w92)2, (w,;1)?, (w;2)?, ..., (w;(nfl))2 i polaczenia wynikéw wedlug
wzoru (12). Jak wynika ze wzoru (5) ilo$é punktéw, w ktérych dokonujemy
ewaluacji zmniejsza si¢ o polowe, poniewaz po podniesieniu pierwiastkéw z jed-
noéci do kwadratu kazdy z punktéw wystepuje dwukrotnie. Problem obliczenia
n-elementowej DFT zamieniamy wiec na dwa problemy tej samej postaci jednak
dwukrotnie mniejszego rozmiaru. Dzielac kolejne problemy na poét otrzymujemy
rekurencyjny algorytm na obliczenie dyskretnej transformacji Fouriera. Waru-
nek stopu dla rekurencji to obliczenie DFT z ciggu jednoelementowego. Jest ona

wtedy réwna temu elementowi:
y = aow) =ag-1=ag (13)

Wprowadzajac oznaczenia dla k < n/2 — 1:

v = Al (14)
w = A0 ) = A ) (15)
pe) = AW ) = AW @) (16)

Mozemy obliczy¢ wartosci wektora y:
ye = Alw ) = A0 ™) + 0 A ) =y 4wty ()

_ — —k4n — 0 - 1
Yk4n/2 = A(wnk) = A(O) (wn Zk) + Wn . /QA(l)(wn 2k) = yl(g = Wn kyl(g ) (18)

Implementacja algorytmu w jezykach Python oraz C++ znajduje sie odpo-
wiednio w dodatku A oraz B. Kod napisany byl w oparciu o podobny, podany
w [4].

Aby oszacowaé ztozonosé czasowsy algorytmu warto zauwazy¢, ze oprocz wy-
wolan rekurencyjnych wykonanie procedury zajmuje czas O(n). Prowadzi to
réwnania rekurencyjnego:

T(n) =2T(n/2) + O(n) = O(nlog n) (19)



3 Dziatanie programoéow

Na rysunku 1 przedstawione zostaly wyniki obliczen szybkiej transformacji Fo-
uriera przy uzyciu zaimplementowanego algorytmu oraz implementacji z pakietu
Numpy dla przykladowego sygnalu w dziedzinie czasu a = sin(27t) o czestotli-
wosci probkowania 8 Hz na przedziale 4 sekund.

FFT obliczona przy pomocy zaimplementowanego algorytmu:
[-9.33947930e-16+0.00000000e+00] -1.18159308e-15+4.34808508e-17]j
-1.45201602e-15+4.30650238e-17j -3.53061466e-15+1.43797042e-15j
1.13137085e+01-1.13137085e+01] 1.7262661 15-5.04473351e-17]
1.96527281e-15-4.17986656e-16] .83914898e -1.18108949e-15j
-4.44089210e-16-4.89858720e-16] .77033607e-16+1.41027008
1.43505355e-15-8.62075866e-16] 16-2.07821884
.40194848e-15-1.56411563e-17]
.41530595e +1.63400441 6]

[+

7.99360578e-15+4.44089210e-15]
16+4.87154234e-16]
17+0.00000000e+00 ]
6]

-1.71953496
4.57695098e
-1.71953496e-16-4.87154234e
4.44089210e-15-3.552713

1.43505355e-15+8.62075866e-16]
-4.44089210e-16+4.89858720 j
1.96527281e-15+4.17986656e j
1.13137085e+01+1.13137085e+01]
-1.45201602e-15-4.30650238e-17]

W R e WO

.72626616e-15+5.04473351e-17]
.5306146 15-1.43797042e-15]j
.18159308e-15-4.34808508e-17]]

W oo

pakietu numpy:

18159308e-15+4.34808508e-17]

5306146 15+1.43797042 |
15-5.084473351

FFT obliczona przy pomocy funkcji z
[-9.33947930e-16+0.00000000e+00] -1.
-1.45201602e-15+4.30650238e-17] -3.

1.13137085e+01-1.13137085e+01]

w e

1.43585355e-15-8.62075866e-16]
4.44089210e-15+2.66453526e-15]

-1.71953496e-16+4.87154234e-16]
4.57695098e-17+0.00000000e+00 ]
-1.71953496e-16-4.87154234e-16]

.41538595e
.41538595¢e
.40194848

R N i

4.44089210e-15-2.66453526e-15]
1.43505355e-15+8.62075866e-16]
-4.44089210e-16+4.89858720e-16]
1.96527281e-15+4.17986656 j
1.13137085e+01+1.13137085e+01]
-1.45201602e-15-4.30650238e-17]

15+5.04473351
.530614 15-1.43797042
.18159308e-15-4.34808508e-17]j ]

W= oo

Rysunek 1: Wyniki dziatlania FFT zaimlementowanej w jezyku Python oraz
zawartej w pakiecie Numpy

Na rysunku 2 mozna zobaczy¢ FFT obliczong dla tego samego ciagu przy
uzyciu programu napisanego w jezyku C++. Jak wida¢ kazda z metod daje
ten sam wynik. DFT mozemy traktowaé jako przedstawienia wektora a w ba-
zie rozpietej przez sinusy i cosinusy o czestotliwosciach: 0, ﬁ, ﬁ, - nr/l ,Qd_tl,
gdzie dt to interwal czasowy pomiedzy kolejuymi prébkami [5]. Na tej podsta-
wie mozemy przypuszczaé, ze niezerowe wspoOlczynniki wektora y = DFT(a)
beda odpowiadaé czestotliwoéci 1 Hz. Przypuszczenia te potwierdzaja wykresy

przedstawione na rysunku 3.
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Rysunek 2: Wyniki dziatania FFT zaimlementowanej w jezyku C++
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Rysunek 3: Sygnal wejsciowy i jego transformacja Fouriera



4 Podsumowanie

W pracy udalo sie skutecznie zaimplementowaé algorytm obliczajacy dyskterna
transformacje Fouriera w czasie O(nlogn). Algorytm posiada jednak ogranicze-
nie polegajace na mozliwosci obliczania FFT tylko dla ciagow, ktérych dlugosé
jest potega dwdjki. Dla autoréow stanowi to motywacje do dalszych poszukiwan.



A  FFT - Python

#!/usr/bin/env python3
import numpy as np

def FFT(a):
n = len(a)
y = np.zeros([n], dtype = complex)
if n == 1: return a
wn = np.exp(-2 * np.pi * 1j / n)

W=
a_0 = al::2]

a_1l = al1::2]

y_0 = FFT(a_0)

y_1 = FFT(a_1)

for k in range(n//2):

y[k] = y_0[k] + w * y_1[k]
ylk + n//2] = y_0[k] - w * y_1[k]
W *= wn

return y

B FFT - C4++

#include <iostream>
#include <complex>
#include <math.h>
#include <vector>

using namespace std;

using cd = complex<double>;
const double pi = acos(-1);

vector<cd> fft(vector<cd> a)
{
int n = a.size();
vector<cd> y(n);
if (n == 1)
return a;
const cd ang = -2 * pi * 1i / n;
cd wn = exp(ang);
cdw-=1;
vector<cd> a_0(n / 2), a_1(n / 2);
for (int i = 0; 1 < n/2; i++)

{



a_0[i] = a[2*i];
a_1[i] = al2*i+1];
}
vector<cd> y_0 = fft(a_0);
vector<cd> y_1 = fft(a_1);
for (int i = 0; i < n/2; i++)
{
yl[il = y_0[il + w * y_1[i];
yli + n/2] = y_O[i] - w * y_1[il;
W *=wn;
}
return y;
}
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