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W matematyce kategoria monoidalna (lub kategoria tensorowa)
to kategoria C wyposazona w bifunktor
R:CxC—-C
ktéry jest skojarzony z naturalnym izomorfizmem, a obiekt |,
ktéry jest zaréwno lewa, jak i prawa tozsamoscia dla ®,
ponownie az do naturalnego izomorfizmu.



Monoid to zestaw X wyposazony w:
operacja binarne ®: X x X — X element leX tak, aby przepisy

te miaty:
prawo asocjacyjne: (x®y) ®z = x® (y®z) dla wszystkich x, vy,
zeX
prawa jednostki lewej i prawej: |®@x = x = x®I dla wszystkich
xeX.

Znamy wiele monoidéw. W matematyce monoidy rzadza
Swiatem!



Preoid monoidalny to zbiér X o relacji < przeksztatcajacej go w
preorder, operacja ®: X x X — X i element |€X zmieniajacy go
w monoid i spetniajacy:
x<x’' and y<y' imply x®y<x'®y’.

Ten ostatni warunek powinien mie¢ sens: jesli mozesz zamienié¢
jajko w jajko sadzone i zamieni¢ kromke chleba w tosty, mozesz
zamieni¢ jajko i kromke chleba w jajko sadzone i tost!



Teraz oméimy w jaki sposéb preoidy monoidalne moga poméc
nam w procesach przeksztatcen (tak jak na wczesniejszym

przyktadzie).
Rozwazamy trzy nastepujace pytania, ktére mozemy sobie
zadac:
e Biorac pod uwage to, co mam, czy moge dostac to, czego
chce?

e Biorac pod uwage to, co mam, jaki jest minimalny koszt, aby
uzyska¢ to, czego chce?
e Biorac pod uwage to, co mam, jaki jest zestaw sposobéw na
uzyskanie tego, czego chce?



Pokrétce omawiamy podejscie do tej idei w celu tworzenia
nowych receptur ze starych. Ponizszy schemat potaczen
pokazuje:
zaktadajac, ze wiesz, jak zaimplementowaé kazde z
wewnetrznych pudet, jak je wdrozy¢ w celu przygotowania
ciasta bezowego z cytryny:
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prepare lemon meringue pie




(X, <), odnosi sie do dwéch elementéw struktury:
zbioru zwanego X i relacji zwanej <, ktéra jest zwrotna i
przechodnia. Chcemy doda¢ do naszej koncepcji sposéb taczenia
elementéw w X, operacje obejmujaca dwa elementy i dodajaca
lub mnozaca je razem. Jednak operacja nie musi dostownie
polega¢ na dodawaniu lub mnozeniu; musi jedynie spetniaé¢
niektére wiasciwosci, ktérych sie od nich oczekuje.
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Definition and first examples

Definition 2.2. A symmetric monoidal structure on a preorder (X, <) consists of two
constituents:
(i) an element I € X, called the monoidal wnit, and
{if) a function 2: X x X — X, called the monoidal product.

These constituents must satisfy the following properties, where we write @(x, x2) =
X182

(@) forall x1, 20, y1, vz € X, ifx1 < 1 and 22 < 4, then x @ X2 < @ Iz,
(b) forall x & X, the equations I @ x = x and x 2 [ = x hold,
(¢} forall x, ¥,z € X, the equation (¥ ® ) ® z = ¥ @ (v @ z) holds, and
{d) forall x, ¥ € X, the equation x & y = ¥ ® x holds.
We call these conditions monotonicity, unitality, associativity, and symmetry respectively.

A preorder equipped with a symmetric monoidal structure, (X, <,1, 8), is called a
siymmetric monoidal preorder.




Istnieje dobrze znana struktura oznaczona jako <, na zbiorze R
liczb rzeczywistych;
na przyktad —5 < / 2.
Proponujemy 0 jako jednostke monoidalng i +: R X R — R
jako iloczyn monoidalny.
Czy (R, <, 0, +) spetnia warunki definicji 2.2 przedstawione;
wczesniej?

Jesli x1 < ylix2 < y2, prawda jest, ze x1 + x2 < yl + y2.
Prawda jest réwniez, ze 0 + x x ix + 0x, ze (x + y) + zx +
(y+z)izex+yy+x
Zatem (R, <, 0, +) spetnia warunki bycia symetrycznym
monoidem.
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Wiring diagrams are visual representations for building new relationships from old. In
a preorder without a monotdal structure, the enly sort of relationship between objects
is <, and the only way you build a new < relationship from old ones is by chaining
them together. We denote the relationship x < y by

We can chain some number of these <-relationships—say 0, 1,2, or 3 of them—together
in series as shown here

1f we add a symmetric monoidal structure, we can eombine relationships not only
in series but also in parallel. Here is an example:




W rzeczywistosci p6ézniej zobaczymy, ze istnieje wiele styléw
schematéw potaczen. Kiedy mamy do czynienia z preorderami
wstepnymi schemat, ktéry mozemy narysowaé, jest z
pojedynczymi wyjsciami potaczonymi szeregowo. Kiedy mamy
do czynienia z symetrycznymi preoidami mozemy mie¢ bardziej
ztozone skrzynki i bardziej ztozone schematy potaczen, w tym
skfad réwnolegty. P6zniej zobaczymy, ze w przypadku innych
rodzajéw struktur kategorycznych istnieja inne style schematéw
potaczen.
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Przyktad

Example 2.14. Recall the symmetric monoidal preorder (R, <,0, +) from Example 2.4.
The wiring diagrams for it allow wires labeled by real numbers. Drawing wires in

parallel corresponds to adding their labels, and the wire labeled 0 is equivalent to no
wires atall.

3.14
==l =
314 =] I

=1

= pothing

214

And here we express a couple facts about (R, ,0, +) in this language: 4 < 7 and
2+5<-1+5+3
-1
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Chemistry In high school chemistry, we work with chemical equations, where mate-
rial collections such as

H;O, NaCl, 2NaOH, CHg+30:

are put together in the form of reaction equations, such as

2H,0 + 2Na — ZNaOH + Hy.




Zbiér po lewej, 2H20 + 2Na nazywa sie reagentem, a zbiér po
prawej, 2H20 + 2Na nazywa sie produktem. Mozemy rozwazy¢
réwnania reakgji, takie jak powyzsze, jako zachodzace w jednym
symetrycznym wzmacniaczu monoidalnym (Mat, —, 0, +).
Tutaj "Matis"jest zbiorem wszystkich kolekcji atoméw i
czasteczek, czasem nazywanych materiatami. Mamy wiec NaCl
€ Mat i 4H20 + 6Ne € Mat. Zestaw Mat ma strukture
preorderu oznaczong symbolem —, ktéry jest preferowanym
symbolem w otoczeniu chemii. Dla jasnosci — zastepuje relacje
< z definicji 2.2.
Symbol + jest preferowanym oznaczeniem produktu
monoidalnego w ustawieniach chemicznych, zastepujacy ®. C



Agriesza Abstract examples

Robert
Wojtaszek

The Booleans The simplest nontrivial preorder is the booleans: B = {true, false}
with false < true. There are two different symmetric monoidal structures on it.

[Example 2.27 (Booleans with AND). We can define a monoidal structure on B by letting

One can check that all the properties in Definition 2.2 hold, so we have a monoidal |
preorder which we denote Bool = (£, <, true, A).

Bool will be important when we get to the notion of enrichment. Enriching in a
imonoidal preorder V = (V, <, 1, ®) means “letting V structure the question of getting|
from a to b.” All of the structures of a monoidal preorder—i.e. the set V, the ordering|
relation <, the monoidal unit 1, and the monoidal product ®—play a role in how
enrichment works.




Niech P (P, <P, IP, ®P) i Q (Q, <Q, 1Q, ®Q) beda preoidami
monoidalnymi. Monoidalny monotoniczny od P do Q jest
monotoniczng mapa f: (P, <P) — (Q, <Q), spetniajaca dwa
warunki: (a) 1Q <Q f (IP) i (b) f (p1) ®Q f (p2) <Q f (p1 ®P
p2) dla wszystkich p1, p2 € P. |
stnieja rowniez wzmocnienia tych warunkéw, ktére sa réwnie
wazne. Jesli f spetnia nastepujace warunki, nazywa sie ja silnym
monoidem monotonicznym: (a ) IQ f (IP) i (b") f (p1) ®Q f
(p2) f (p1 ®P p2); a jesli spetnia nastepujace warunki, nazywa
sie ja Scistym monoidem monotonicznym: (a ) IQ f (IP) i (b") f

(p1) ®Q f (p2) f (p1 ®P p2)



Jak wspomnielismy powyzej, wzbogacajac sie w monoidalne
zamoéwienia(oreders) wstepne, widzimy je jako rézne sposoby
ustrukturyzowania kwestii ,,ucieczki stad” - tam.



W tej czesci przedstawimy kategorie V, gdzie V jest
symetrycznym monoidalnym preorderem. Zobaczymy, ze
kategorie Bool s3 preorderami, a takze, ze kategorie kosztéw to
uogélnienie pojecia przestrzeni metrycznej.



Niech V (V, <, |, ®) bedzie symetrycznym monoidalnym
preorderem.

X sktada sie z dwoch sktadnikéw, spetniajacych dwie
wiasciwosci. Aby okresli¢ X,

(i) okresla sie zbior Ob (X), ktérego elementy nazywane s3
obiektami;

(i) na kazde dwa obiekty x, y, jeden okresla element X (x, y) €
V, zwany homobiektem.

2) Powyzsze sktadniki sa wymagane do spetnienia dwoéch
wtasciwosci: (a) dla kazdego obiektu x € Ob (X) mamy | < X
(x, x) i (b) na kazde trzy obiekty x, y, z € Ob (X) mamy X (x,
y) ® X (y, z) < X (%, z). Nazywamy V podstawa wzbogacenia

dla X lub méwimy, ze X jest wzbogacony w V.
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How does this correspond to a Bool-category X7 'Well, the objects of X are simply
e elements of the preorder, i.e. Ob(X) = {p.g,r, s, t}. Next, for every pair of objects
x, ) we need an element of B = {false, true}: simply take trueif x < y, and false
it otherwise. So for example, since s = t and ¢ £ s, we have X{s, 1) = true and
Xit.s) = false. Recalling from Example 227 that the monoidal unit I of Bool is true,
it's straightforward to check that this obeys both (a) and (b), sowe have a Bool-category.

In general, it's sometimes convenient to represent a V-category X with a square
atrix. The rows and columns of the matrix correspond to the objects of X, and the
x, y)th entry is simply the hom-object Xix, v). So, for example, the above preorder in
Eq. (2.48) can be represented by the matrix

-’?'I r q r 5 t

P trus true true true true

g | false true false true true

# 1 €3N Tsles F+evuss [ e ye——




Przestrzen metryczna (X, d) skfada sie z:

(i) zbioru X, ktérego elementy nazywane sg punktami, oraz (ii)
funkcji d: X x X — R>0, gdzie wywotywane jest d (x, y)
odlegtos¢ miedzy xiy.

Te sktadniki musza spetnia¢ cztery whasciwosci:

(a) dla kazdego x € X, mamy d (x, x) 0,

(b) dla kazdego x, y € X, jesli d (x, y) 0 to xy,

( c) dla kazdego x, y € X mamy d (x, y) d (y, x),

(d) dla kazdego x, y, z € X, mamy d (x,y) +d (y, z) > d (x,
z).

Czwarta wtasciwos$¢ nosi nazwe nieréwnosci tréjkata. Jesli
zamiast tego zaimplementujemy w (ii) o funkcje d: X x X —
[0, oo] R>0 U oo to wywotamy (X, d) (rozszerzona przestrzen
metryczna).
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Tak jak mozemy przekonwertowaé diagram Hasse w preorder
tak réniez mozna przeksztatci¢ dowolny wykres wazony, ktérego
krawedzie s3 oznaczone liczbami w > 0, w przestrzen metryczna

Lawvere'a. W rzeczywistosci rozwazymy je jako wykresy
oznaczone elementami [0, oo].
Nazywamy je Cost-weighted graphs (Wykresy wazone
kosztami).
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Wojtaszek roads (a two-way road is modeled as two one-way roads), each having some effort-to-
traverse, which for simplicity we just call length. For example, consider the following

weighted graphs:

A B
s -

SEZ)E

L -
(s o

Given a weighted graph, one forms a metric dy on its set X of vertices by setting d(p, q)
to be the length of the shortest path from p to q. For example, here is the the table of
distances for ¥




Niech X i Y beda kategoriami V. Funktor (nie jest on nazwa ani
zdaniem, stuzy do konstrukcji wyrazen bardziej ztozonych) V od
X do Y, oznaczony F: X — Y, sktada sie z jednego sktadnika:
(i) funkcji F: Ob (X) — Ob (Y) podlegajacej jednemu
ograniczeniu (a) dla wszystkich x1, x2 € Ob (X), jeden ma X
(x1, x2) <Y (F (x1), F (x2))



Niech X i Y beda kategoriami V. Zdefiniujemy ich produkt V
lub po prostu produkt, aby byt kategoria V X X Y za pomoca
(i) Ob (X x Y) B Ob (X) x Ob (Y), (i) (X x Y) (x,y), (x0,
y 0) BX (x, x0) ® Y (y, y 0), dla dwéch obiektéw (x, y) i (x O,
y 0) w Ob (X x )
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Exercise 278, Consider E as a Lawvere metric space, Le. as a Cost-category (see
Example 2.54). Form the Cost-product B x E. What is the distance from (5, 6) to
{~1,4)? Hint: apply Definition 2.74; the answer is not V20. o

In terms of matrices, V-products are also quite straightforward. They generalize
what is known as the Kronecker product of matrices. The matrices for X and Y in
Eq. {2.77) are shown below

and their product is as follows:

XxY || (A.p) (B.p) (C.p)|(A.q) (B.g) (C.q)
“pl o 2 5 5 7 10
(B,p) 0 3 5
(C.p) o 0 oo
(A, q) 10 13 2

]

[+-]

(B,9) g 11
(€, q) o 8

We have drawn the product matrix as a block matrix, where there is one block—shaped
like X—for every entry of Y. Make sure you can see each block as the X-matrix shifted
by an entry in Y. This comes directly from the formula from Definition 2.74 and the
fact that the monoidal product in Cost is +.
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Exercise 2.78.  Consider E as a Lawvere metric space, ie. as a Cost-category (see
Example 254). Form the Cost-product B x B. What is the distance from (5, 6) to
(=1,4)? Hint: apply Definition 2.74; the answer is not Van. o

In terms of matrices, V-products are also quite straightforward. They generalize
what is known as the Kronecker product of matrices. The matrices for X and Y in
Eg. (2.77) are shown below

and their product is as follows:

XxY || (Aph (B.p) (Cp)|(Aq) (B.q) (C4q)
“pf o 2 5 5 7 10
(B,p) o 0 3 o 5 8
(C.p) oo oo 0 o o 5
Aq || 8 10 13 0 2 5
(B,q) o0 8 11 oo 0 3
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Aby skonstruowa¢ macierzowa kategorie kosztéw uzywamy
ogblnego mnozenia macierzy. Pokazemy, ze dziata to nie tylko
dla kosztu, ale takze dla Bool i wielu innych monoidalnych
preorderéw. Wtasciwoscia wymagana w przedsprzedazy jest
bycie jednolitym, przemiennym rozmiarem.

Sa to preordery ze wszystkimi ztaczeniami oraz jednym
dodatkowym sktadnikiem, ktére s3 zamkniete w postaci
monoidalne;j.



Monoidal Closed Preorders V = (V, <, |, ®) nazywa sie
symetrycznym mon oidem zamknietym (lub wtasnie
zamknietym), jesli na kazde dwa elementy v, w € V przypada
element v (w V, zwany elementem domowym), z wtasciwoscia
(a®v) < wi [U+FBOO] a < (v (w) dla wszystkich a, v, w €V.



Jednolity kwant przemienny jest symetrycznym monoidem V =
(V, <, I, ®), ktéry ma wszystkie sprzezenia.
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