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.1 Poréwnywanie systeméw jako wspétdziatajacych procesoréw
sygnatowych Systemy cyber-fizyczne to systemy, ktére obejmuja
scisle oddziatujace czesci fizyczne i komputerowe. Przyktadem jest
autonomiczny samochdéd: czujniki informuja system decyzyjny,
ktéry steruje jednostka sterujaca, ktéra jezdzi samochodem, ktérego
ruch zmienia sensoryczny wktad. Podczas gdy takie systemy
obejmuja ztozone interakcje wielu réznych podsysteméw - zaréwno
fizycznych, jak np. Napedzanie kota przez silnik lub napiecie
umieszczone na przewodzie, jak i obliczeniowych, takich jak
program, ktéry przyjmuje zmierzona predkos¢ i zwraca pozadane
przyspieszenie - czesto uzyteczne jest modelowanie zachowania
systemu, poniewaz upraszcza on przekazywanie i przetwarzanie
sygnatow.
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W tym ilustracyjnym szkicu bedziemy mysle¢ o sygnatach jako o
rzeczach, ktére mozemy dodawaé i pomnazaé, takich jak liczby
rzeczywiste. Interakcje w systemach cyberfizycznych czesto mozna
rozumie¢ jako wspétdzielenie zmiennych: tzn. Gdy dwa systemy s3
potaczone, pewne zmienne staja sie wspdlne. Na przyktad, gdy
potaczymy dwa wagony pociagu za pomoca potaczenia fizycznego,
wagony pociggu muszg mieé te samg predkos¢, a ich pozycje réznig
sie o stata.. Podobnie, gdy potaczymy dwa porty elektryczne,
potencjaty elektryczne na tych dwéch portach musza by¢ teraz
takie same, a prad przeptywajacy do jednego musi by¢ réwny
pradowi wyptywajacemu z drugiego. Oczywiscie sposéb, w jaki
uzywana jest zmienna wspoétdzielona, moze byé bardzo rézny dla
réznych uzywajacych ja podsysteméw, ale wspétdzielenie zmienne;
stuzy jednak do potaczenia tych systeméw.
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Zauwaz, ze oba powyzsze przyktady dotycza fizycznego potaczenia
dwéch systeméw; w bardziej przenosni mozemy wyrazi¢ wzajemne
potaczenie poprzez narysowanie linii taczacej pola reprezentujace
systemy. W najprostszej formie jest to uwidocznione przez
formalizm wykreséw przeptywu sygnatu, nalezny Claude Shannon w
latach 40. XX wieku. wykres przeptywu sygnatu:

3 )
L=

(5.1)
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Traktujemy zwisajace przewody po lewej stronie jako wejscia, a
przewody po prawej jako wyjscia. W réwn. (5.1) widzimy trzy typy
jednostek przetwarzania sygnatéw, ktére interpretujemy w
nastepujacy sposéb:

e Kazda jednostka oznaczona liczba a pobiera dane wejsciowe i
mnozy je przez liczbe.

e Kazda czarna kropka pobiera dane wejsciowe i tworzy dwie kopie

e Kazda biata kropka pobiera dwa dane wejsciowe i generuje ich
sume.
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Tak wiec powyzszy wykres przeptywu sygnatu przyjmuje dwa
sygnaty wejsciowe, powiedzmy x (na lewym gérnym przewodzie) iy
(na lewym dolnym przewodzie), a przejscie od lewej do prawej, jak
opisano powyzej, daje dwa sygnaty wyjsciowe: u = 15x ( u géry po
prawej) i v = 3r + 21y (u dotu po prawej). Pokazmy kilka krokéw z
tego obliczenia (pozostawiajac innym na avold batagan):
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Innymi stowy, wykres przeptywu sygnatu mnozy najpierw y przez 7,
a nastepnie dzieli x na dwie kopie, dodaje druga kopie x do nizszego
sygnatu, aby uzyska¢ x + 7y i tak dalej.

Wykres przeptywu sygnatu moze opisywa¢ system szpiegowski lub
moze okreslaé¢ system do zbudowania. W obu przypadkach wazne
jest, aby méc analizowac te diagramy, aby zrozumie¢, w jaki sposéb
system ztozony przeksztatca dane wejsciowe w dane wyjsciowe.
Przypomina to problem wspdlnego projektowania z rozdziatu 4,
ktéry pyta, jak oceni¢ ztozong relacje wykonalnosci na podstawie
diagramu prostszych relacji wykonalnosci. Mozemy wykorzysta¢ ten
proces oceny do ustalenia, czy dwa rézne wykresy przeptywu
sygnatu w fa okreslaja te sama specyfikacje.
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W tym rozdziale przedstawiamy jednak kategoryczne
narzedzia-rekwizyty i ich prezentacje do bardziej bezposredniego
rozumowania za pomocg diagraméw: Przypomnijmy z rozdziatu 2,
ze symetryczne monoldalne zaméwienia przedpremierowe s3g
rodzajem symetrycznej monoidalnej kategorii, w ktérej morfizmy sa
ograniczone do bardzo prostych: mozna by¢ co najwyzej jednym
morfizmem miedzy dowolnymi dwoma obiektami: w tym miejscu
wykresy przeptywu sygnatu przedstawiaja morfizmy w innym,
uzupetniajacym uproszczeniu koncepcji symetrycznej kategorii
monoidalnej, znanej jako rekwizyt. Rekwizyt Jest symetryczna
kategoria monoldalng, w ktérej obiekty musza by¢ bardzo proste: s3
generowane przy uzyciu iloczynu monoidalnego tylko przez jeden
obiekt. system pozytywny, a zatem, aby potwierdzi¢, ze system
spetnia dang Historycznie, stowo prop zostato napisane wielkimi
literami, PROP oznacza ,produkty i permutacje
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Podobnie jak schematy okablowania symetrycznych preoid
monoidalnych nie wymagaty etykiet na pudetkach, oznacza to, ze
schematy okablowania dla rekwizytéw nie wymagaja etykiet na
drutach. To sprawia, ze rekwizyty szczegdlnie nadaja sie do
opisywania formalnych schematéw, takich jak wykresy przeptywu
sygnatu, ktére maja tylko druty jednego typu. Wreszcie, wiele
systeméw zachowuje sie w tak zwany sposéb liniowy, a systemy
liniowe stanowia fundamentalna czes¢ teorii sterowania, gatezi
inzynierii, ktéra dziata na systemach cyberfizycznych. Podobnie,
algebra liniowa jest fundamentalng czescia nowoczesnej
matematyki, zaréwno czystej, jak i stosowanej, ktéra obejmuje nie
tylko teorie sterowania, ale takze praktyke obliczen, fizyke,
statystyke i wiele innych. Analizujac wykresy przeptywu sygnatéw,
zobaczymy, ze w rzeczywisto$ci s3 one sposobem na przeksztatcenie
algebry liniowe;j

Grzegorz tach Paula Chajduta



Wykresy przeptywu sygnatu, rekwizyty prezentacje i dowody

5.2 Wykresy przeptywu sygnatu jak w réwnaniu.

(5.1) mozna tatwo zobaczy¢ jako schematy potaczen. Maja jednak
te wiasciwos¢, ze w przeciwienstwie do monoidalnych preordéw i
monoidalnych categortes nie ma potrzeby oznaczania przewodoéw.
Odpowiada to formie symetrycznej kategorii monoidalnej, znanej
jako rekwizyt, ktéra ma bardzo szczegélny zestaw obiektéw
Rekwizyty: definicja i pierwsze przyktady

5.2.1 Przywotaj definicje symetrycznej scistej kategorii monoidalnej
z Definicji 4.45 i Znaku 4,46. Definicja 5.2. Podpora jest
symetryczng Scista kategoria monoidalna (C, 0, + dla ktérej Oble)
= N, jednostka monoidalna jest 0 E N, a iloczyn monoidalny na
obiektach podaje sie przez dodanie.
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Zauwaz, ze kazdy obiekt n jest n-krotnym iloczynem iloczynu
obiektu 1; nazywamy 1 obiekt generujacy. Poniewaz obiektami
rekwizytu sa zawsze liczby naturalne, aby okresli¢ rekwizyt P
wystarczy podac piec rzeczy: (1) zbiér C (m, n) morfizméw m — n,
dla m, ne N. (i ) dla wszystkich ne N, identyfikator mapy
tozsamosci,: n n. (i) dla wszystkich m, n e N, mapa symetrii om n:
m + n — n 4+ m. (iv) reguta sktadu: dane f: m — ni ig: n — p,
mapa (f3 g): m — p. (v) produkt monoidalny na morfizmach:
biorac pod uwage f: m — m 'igin — n’, mape (f+ g): m+n- —
m '+ n ". Po okresleniu powyzszych danych, powinien sprawdzi¢,
czy jego specyfikacje spetniaja zasady symetrycznych kategorii
monoidalnych (patrz Definicja 4.45). 2 2 Uzywamy jego
terminologii, poniewaz ta definicja dotyczy tylko chtopcéw. Reszta
ksigzki jest przeznaczona tylko dla dziewczat.
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Przyktad 5.3. Istnieje prop FinSet, w ktérym morfizmy f: m — n s3
funkcjamiod m =1, ... mdo n 1, ..., n. (Tozsamosci, symetrie i
reguta skfadu s3 oczywiste.) lloczyn monoidalny funkcji jest
okreslony przez roztaczny zwiazek funkcji: to znaczy, biorac pod
uwage f: m — m 'i g: n- n', definiujemy f + g: m+n —m '+ n’,
jesli 1s jest m; (5.4) m '+ g (i) jezeli m +1 sis m + n.

Przyktad 5.6. Przypomnijmy z Definicji 1.22, ze wstrzykniecie jest
funkcja, ktéra ma zaréwno charakter wymuszajacy, jak i iniekcyjny.
Istnieje rekwizyt Bij, w ktérym morfizmy f: m — n sa bijectjami m
— n. Zauwaz, ze w tym przypadku morfizmy m — n istnieja tylko
wtedy, gdy m = n; gdy m + n zestaw domowy Bij (m, n) jest
pusty. Poniewaz Bij jest podkategoriag FinSet, mozemy zdefiniowa¢
produkt monoidalny tak, jak w réwnaniu. (5.4).
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Przyktad 5.7. Kompaktowa zamknieta kategoria Corel, w ktérej
morfizmy f: mn s3 partycjami na mun (patrz Przyktad 4.61), jest
rekwizytem.

Przyktad 5.8. Istnieje prop Rel, dla ktérego mnorfizmami mn s3 relacje, RC mxn. Sktad Rz Ssnxp

wynosi S =((i, k) emx p | 3 (jen). (1, j) e Ri {j, k) e 5}. R Produkt monoidalny jest wzglednie tatwe do
sformalizowania przy uzyciu uniwersalnych wlasciwosci, ale moina uzyskac lepszg intuicje ze zdjec)
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Definicja 5.11. Niech e i D beda rekwizytami. Funktor F: e D jest
nazywany funktorem rekwizytowym, jezeli

e(a) F to tozsamos¢ na obiektach, . F ( n) dla wszystkich ne Ob
(C)=0b (D) =N, i

e(b) dla wszystkich f: m, - m2 ig: n- n2 w C, mamy F (f) + F ( g)
=F(f+g)w

eD. Przyktad 5.12. Wtaczenie i: Bij — FinSet jest funktorem prop.
By¢ moze bardziej interesujace jest funktor prop F: FinSet —
RelFin - wysyta funkcje f: mn do relacji F (f): = (i,j) | f() =]s
mxn. Rekwizyt wykreséw portéw

©5.2.2 Waznym przyktadem rekwizytu jest ten, w ktérym morfizmy
sa otwartymi, ukierunkowanymi, acyklicznymi wykresami portéw,
jak to zdefiniujemy. Nazwiemy je wykresami portéw.
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Oto przyktad wykresu (2,3) -port, Le. przy m =2 in = 3:

L~
[¥]
(]

(=]

Grzegorz tach Paula Chajduta



Wykresy przeptywu sygnatu, rekwizyty prezentacje i dowody

Poniewaz wykres portéw ma typ (2,3), rysujemy dwa porty po lewe;
stronie pudetka zewnetrznego i trzy po prawej. Zestaw
wierzchotkéw to V = (a, b, c) i na przyktad w (a) = 1 i out (a) =
3, wiec rysujemy jeden port po lewej stronie i trzy porty po prawe;
bok pudetka oznaczony a. Bijection i méwi nam, jak porty s3
potaczone drutami:

m o
e

o) (a, 1) (a,2) (a,3) (b, 1) (b,2) (b,3) (c,1)
. “ . - . e .
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= |
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P “o | -~
- AN ~. v
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L
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Wewnetrzny wykres przeptywu - ktéry mozna zobaczy¢ jest
acykliczny - pokazano ponizej: Jak mozna sie domysli¢ z (5.15),
wykresy portéw s3 Scisle powigzane ze schematami potaczen dla
kategorii monoidalnych, a jeszcze bardziej zwiazane ze schematami
potaczen dla rekwizytéw
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5.2.3 Dowolne konstrukcje i uniwersalne wtasciwosci

Biorac pod uwage jakas kategoryczna strukture, taka jak
przedsprzedaz, kategoria lub rekwizyt, przydatna jest mozliwosé¢
skonstruowania takiej wedtug wiasnej specyfikacji. (Nie powinno to
by¢ zaskakujace). Minimalnie ograniczona struktura, ktéra zawiera
wszystkie okreslone dane, nazywa sie w strukturze wolna struktura:
jest wolna od niepotrzebnych ograniczen! Widzielismy juz kilka
przyktadéw wolnych struktur; przypomnijmy sobie i zbadajmy je.
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Przyktad 5.19 (Bezptatne zamdwienie wstepne na relacje). W
przypadku zaméwien przedpremierowych widzieliémy konstrukcje
przyjmowania zwrotnego, przechodniego zamkniecia relacji.
Oznacza to, ze relacja givena RC PxP, zwrotne, przechodnie
zamkniecie R nazywa sie wolng przedsprzedaza na R. Zamiast
okresla¢ wszystkie nieréwnosci w przedpremierowosci (P, <),
mozemy podac tylko kilka nieréwnosci ps q, i pozwél, aby nasza
»maszyna zamykajaca” dodata minimalng liczbe innych nieréwnosci
koniecznych do uzyskania przedptacenia Pa. Aby uzyska¢
przedsprzedaz z wykresu lub diagramu Hassego, uwazamy wykres
(V, A, s, t) za definiujacy relacje (s (a), t (a)) |ae A C VxV, i
zastosowac te maszyne zamykajaca.
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Ale w jakim sensie zwrotne, przechodnie zamkniecie relacji R CPXP
jest tak naprawde minimalnie ograniczonym przedsprzedazem
zawierajagcym R? Jednym ze sposobéw zrozumienia tego jest to, ze
dodatkowe réwnosci nie naktadaja zadnych dalszych ograniczen przy
definiowaniu monotonicznej mapy z P. Twierdzimy, ze chudo$¢ ma
co$ wspdlnego z brakujagcymi mapami! Cho¢ dziwna wydaje sie tutaj
asymetria (mozna zapyta¢ ,dlaczego nie mapowaé w?"), Czytelnik
bedzie miat okazje ja zbada¢ w ¢wiczeniach 5.20 i 5.21. W
uzasadnieniu nadrzednym rozumie sie chudos¢ jako lewe potaczenie
(patrz przykfad 3.74), ale nie bedziemy tutaj o tym dyskutowac.
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Przyktad 5.22 (Bezptatna kategoria na wykresie). Podobna historia
dotyczy kategorii. Rzeczywiscie widzielismy w definicji 3.7 budowe
kategorii swobodnej Free (G) na wykresie G. Obiekty Free (G) i
wierzchotki G s3 takie same - nic nowego tutaj, ale morfizmy Free
(G) sa nie tylko strzatki G, poniewaz morfizmy w kategorii maja
surowsze wymagania: muszg komponowaé i musi istnie¢ tozsamos¢.
Zatem morfizmy we Free (G) sa zamknieciem zestawu strzatek w G
w ramach tych operacji. Na szczescie (choc¢ zdarza sie to czesto w
teorii kategorii), wynik okazuje sie by¢ juz odpowiednia koncepcja
graficzna: morfizmy we Free (G) sa doktadnie sciezkami w G. Wiec
Free (G) jest kategoria, ktéra w pewnym sensie zawiera G i nie
stosuje zadnych réwnan innych niz te, ktére kategorie sa zmuszone
przestrzegac.
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5.2.4 Darmowy rekwizyt z podpisem

Dyskutowalismy o darmowych konstrukcjach, w szczegélnosci w
odniesieniu do przedsprzedazy i kategorii. Podobna konstrukcja
istnieje dla rekwizytéw. Poniewaz wiemy juz, jakie obiekty rekwizytu
beda liczbami naturalnymi - wszystko, co musimy sprecyzowaé¢, to
zestaw G generujacych morfizmy wraz z wtasciwosciami, ktére
chcemy znalez¢ w naszej rekwizycie. Informacje te beda nazywane
podpisem. Tak jak mozemy wygenerowaé darmowa kategorie z
wykresu, tak samo mozemy wygenerowa¢ darmowy rekwizyt z
podpisu. Podajemy teraz wyrazna konstrukcje darmowego rekwizytu
pod wzgledem graféw portéw (patrz Definicja 5.13).

Grzegorz tach Paula Chajduta



Wykresy przeptywu sygnatu, rekwizyty prezentacje i dowody

Definicja 5.25. Podpis podpory to krotka (G, s, t), gdzie G jest
zbiorem, a's, t: G N s3 funkcjami; kazdy element g e G nazywany
jest generatorem, a s (g), t (g) e N nazywane s3 jego rodzajem i
zboczeniem. Czesto oznaczamy (G, s, t) po prostu przez G,
przyjmujac s, t za dorozumiane. Oznaczenie G wykresu portu F =
(V, wejscie, wyjscie, t) jest funkcja t: V - G taka, ze arities sie
zgadzaja: s (((v)) = in (v) it ((( v)) = out (v) dla kazdego ve V.
Zdefiniuj swobodny rekwizyt na G, oznaczony jako Free (G), aby
mie¢ jako morfizmy m — n wszystkie wykresy portu oznaczone (G,
m) n. Skfad i monoidalny struktura jest tylko dla wykresu portéw
PG (patrz réwnanie (5.17)); Etykiety (L) sa wtasnie przenoszone.
Morfizmy we Free (G) sa wykresami portowymi (V, in, out, t) jak w
definicji 5.13, ktére sa wyposazone w znakowanie G.
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Aby narysowa¢ wykres portéw, tak jak w przyktadzie 5.14,
narysujemy kazdy wierzchotek v E V jako ramke z wieloma
wejsciami (v) po lewej stronie i zewnetrznymi (v) - wieloma portami
po prawej stronie. Na schematach okablowania przedstawiamy
funkcje etykietowania e: V G za pomoca dodawania etykiet (w
zwyktym znaczeniu) do naszych skrzynek. Pamietaj, ze wiele pél
moze by¢ oznaczonych tym samym generatorem. Na przyktad, jesli
Gf: 11, g 22, h:2-1, to nastepujacy jest morfizm 3 2 we Free

(G):

q

SEoN

N

/

h

(5.26)
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Zauwaz, ze generator g jest uzywany dwa razy, podczas gdy
generator f nie jest w ogéle uzywany w réwnaniu. (5.26). To jest w
porzadku. Przykfad 5,27. Wolng podpdrka na pustym zestawie o
jest Bij.

Jest tak, poniewaz morfizm pamieci podrecznej musi mie¢ funkcje
znakowania w postaci V - 0, a zatem musimy mie¢ V = @;
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Definicja 5.30. Zat6zmy, ze mamy zestaw G i funkcje s, t: G N.
Definiujemy wyrazenie prop generowane przez G, lub po prostu
wyrazenie e: m — n, gdzie m, ne N, indukcyjnie w nastepujacy
sposéb: Pusty morfizm ido: 0 0 , morfizm tozsamosci idl: 1 — 11
symetria o: 2 — 2 s3 wyrazeniami 5

e generatory ge G sg wyrazeniami g: s (g) — t (g).

e jeslia: m — niB: p qsa wyrazeniami, to a + B: m + pn + ¢
jest wyrazeniem.

e jeslia: m — noraz B: n — p s3 wyrazeniami, to a; B: m — p jest
wyrazeniem. Piszemy Wyrazenie (G) dla zestawu wyrazen w G. Jesli
e:m — n jest wyrazeniem, to nazywamy (m, n) jego rodzajem.
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Rekwizyty poprzez prezentacje 5.2.5 W rozdziale 3.2.2 widzielismy,
ze prezentacja dla kategorii lub schematu bazy danych sktada sie z
wykresu wraz z narzuconymi réwnaniami miedzy $ciezkami.
Podobnie tutaj chcemy zbudowa¢ rekwizyt, ktérego morfizmy s3
zgodne z okreslonymi réwnaniami. Ale zamiast zwyktych sciezek,
rzeczy, ktére chcemy utozsami¢, to wyrazenia rekwizytowe, jak w
definicji 5.30. Z grubsza definicja 5.33. Prezentacja (G, s, t, E) dla
rekwizytu to zbiér G, funkcje 5, t: GN oraz zbiér EC Expr (G) x
Expr (G) par wyrazen prop generowanych przez G, takich, ze e i €2
maja te sama arancje dla kazdego (el, e2) e E. Odwotamy sie do G
jako zbioru generatoréw, a do E jako zbioru réwnan w prezentacji.
Rekwizyt G przedstawiony przez prezentacje (G, s, t, E) jest
rekwizytem, ktérego morfizmami sa elementy w wyrazeniu (G),
ilorazem zaréwno réwnan e = e2 gdzie (el, €2) eE, jak i
aksjomatéw symetrycznych Scistych kategorii monoidalnych.
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Uwaga 5.34. Biorac pod uwage prezentacje (G, s, t, E), mozna
wykaza¢, ze $migto 9 ma uniwersalna wtasciwos¢ pod wzgledem
»mapowania”. Mianowicie wspieraja funktory od 9 do dowolnych
inne rekwizyty C sa w relacji jeden do jednego z funkcjami f od G
do zbioru morfizméw we takim, ze

e dla wszystkich ge G, f (g) jest morfizmem s (g) — t (g), i

e dla wszystkich (el, ez) e E mamy f (ei) = f (e2) we e, gdzie f (e)
oznacza morfizm w e uzyskany przez zastosowanie f do kazdego
generatora w wyrazeniu €, a nastepnie skomponowanie wynik w e.
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5.3 Uproszczone wykresy przeptywu sygnatu Wracamy do wykreséw
przeptywu sygnatu, wyrazajac je w postaci rekwizytéw. Oméwimy
uproszczona forme bez sprzezenia zwrotnego (jedyny rodzaj, jaki do
tej pory omawialismy), a nastepnie rozciagniemy na zwykfa forme
wykreséw przeptywu sygnatu w rozdziale 5.4.3. Ale zanim to
zrobimy, musimy powiedzie¢, co rozumiemy przez sygnaty; to
prowadzi nas do algebraicznej struktury ,platform”. Do wykreséw
przeptywu sygnatéw przejdziemy w rozdziale 5.3.2. 5.3.1 Sygnaty
platformy moga by¢ wzmacniane i mozna je dodawa¢. Dodawanie i
wzmacnianie wspétdziataja zgodnie z prawem rozdzielajacym, jak
nastepuje: jesli dodamy dwa sygnaty, a nastepnie wzmocnimy je o
pewng ilos¢ a, powinno to by¢ takie samo, jak wzmocnienie dwéch
sygnatéw osobno przez a, a nastepnie dodanie wynikéw. Mozemy
mysle¢ o wszystkich mozliwych wzmocnieniach jako o strukturze
zwanej platforma. zdefiniowane w nastepujacy sposoéb.
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Definicja 5.36.

Zestaw to krotka (R, 0, +, 1, +), gdzie R jest zbiorem, 0,1 e

Elementy rzadkie, a +, *: RxR R s3 funkcjami takimi, ze (a) (R, +,

0) jest przemiennym monoidem, (b) (R, *, 1) jest monoidem, i (c)
+(b+c):a*b+a*coraz(a+b)*c—a*c+b+cd|a

wszystkich a, b, c ER. (d) a0 = 0 = 0 * a dla wszystkich e R.

5.3.2 lkonografia wykreséw przeptywu sygnatu
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Wykres przeptywu sygnatu powinien $ledzi¢ wzmocnienie przez
elementy zestawu R, ktéremu poddawane s3 sygnaty. Chociaz nie
jest to absolutnie konieczne, zatozymy, ze same sygnaty s
elementami tego samego zestawu R. Na chwile obecng okreslamy
elementy R jako sygnaty. Wzmocnienie sygnatu o pewna wartos¢ ae
R jest po prostu przedstawione nastepujaco:

La) (scalar mult.)
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Powyzszg ikone interpretujemy jako obrazujacy system, w ktérym
sygnat wchodzi na lewy przewdd, jest mnozony przez a i jest
wysyfany na drut po prawej stronie.

Jednak bardziej interesujaca niz tylko pojedyncze wzmocnienie
sygnatu jest interakcja sygnatéw. Istnieja cztery inne wazne ikony
na wykresach przeptywu sygnatu. Przejrzyjmy je jeden po drugim.

—(—O )}— o—
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Dwaj pierwsi to starzy znajomi z rozdziatu 2: skopiuj i odrzué.
(kopiuj

—< (copy)

Interpretujemy ten schemat jako pobieranie sygnatu wejsciowego po
lewej stronie i wysytanie tej samej wartosci do obu przewodéw po
prawej stronie. Zasadniczo jest to operacja ,kopiowania” z punktu
2.2.3. Nastepnie mamy mozliwo$¢ odrzucania sygnatéw. (odrzu¢)

—e (discard)

Grzegorz tach Paula Chajduta



Wykresy przeptywu sygnatu, rekwizyty prezentacje i dowody

Odbiera kazdy sygnat i niczego nie wysyta. Zasadniczo jest to
operacja ,,marnotrawstwa’ z sekcji 2.2.3. Nastepnie mamy
mozliwos¢ dodawania sygnatéw. (dodaj, to pobiera dwa sygnaty
wejsciowe i dodaje je, aby wytworzy¢ pojedynczy sygnat wyjsciowy.

“o— (add, +)

Wreszcie mamy sygnat o. (zero, 0) To nie ma wejs¢, ale zawsze
wysyta element O zestawu, uzywajac tych ikony, mozemy budowaé
bardziej ztozone wykresy przeptywu sygnatu. Aby obliczy¢ operacje
wykonang przez wykres przeptywu sygnatu, po prostu przesledzimy
Sciezki z powyzszymi

o— (zero, 0)
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Nie ma zadnych danych wejsciowych, ale zawsze wysyta element 0
zestawu. Za pomocy tych ikon mozemy budowa¢ bardziej ztozone
wykresy przeptywu sygnatu. Aby obliczy¢ operacje wykonywana
przez wykres przeptywu sygnatu, po prostu przesledzimy sciezki z
powyzszymi interpretacjami, podtaczajac wyjscia jednej ikony do
wej$¢ nastepnej ikony. Wezmy na przyktad platforme R = N z
przyktadu 5.37, gdzie skalary sa liczbami naturalnymi. Przywofaj
wykres przeptywu sygnatu z Eq. (5.1) we wstepie:

J
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Jak wyjasnilismy, pobiera dwa sygnaty wejsciowe xiy i zwraca dwa
sygnaty wyjéciowe a = 15x ib = 3x + 21y. Oprécz $ledzenia
przetwarzania wartosci przechodzacych do przodu przez wykres,
mozemy réwniez obliczy¢ te wartosci poprzez zsumowanie Sciezek.
Méwiac doktadniej, aby uzyska¢ wktad danego drutu wejsciowego w
dany drut wyjsciowy, bierzemy sume, na wszystkich sciezkach p
taczacych przewody, catkowitego wzmocnienia wzdtuz tej sciezki.
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5.3.3 Podpora macierzy na platformie

Wykresy przeptywu sygnatéw s3 $cisle powigzane z matrycami. W
poprzednich rozdziatach pokazalismy, w jaki sposéb macierz o
wartosciach w kwantowym V - zamknietym przedwzmacniaczu
monoidalnym ze wszystkimi potaczeniami - reprezentuje system
powigzanych ze sobg punktéw i potaczen miedzy nimi, takich jak
profprocentor. Kwant dat nam strukture i aksjomaty, ktérych
potrzebowalismy, aby zwielokrotnienie macierzy dziatato poprawnie.
Ale wiemy z przyktadu 5.39, ze kwanty s3 przyktadami zestawow, i
W rzeczywisto$ci mnozenie macierzy ma sens w kazdym zestawie R.
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W przyktadzie 5.40 wyjasnilismy, ze zbiér Mat, (R) (n xn) -macierzy
w R moze naturalnie by¢ zmontowane na platformie, dla dowolnego
statego wyboru ne N. Ale co, jesli chcemy zrobi¢ lepiej i ztozy¢
wszystkie macierze w jednga strukture algebraiczna? Rezultatem jest
rekwizyt! Matryca (mxn) M o wartosciach w R jest funkcja M:

M3N(a,c) = ) M(a,b)xN(b,c), (5.48)

ben
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(Biorac pod uwage macierz (mxn) M i macierz (nx p macierzy N,
ich ztozeniem jest macierz (mxp) MN dla nich i tutaj Eben
oznacza, jak zwykle, wielokrotne dodawanie (przy uzyciu operacji
zestawu R +).

5.3.4 Przeksztatcanie wykreséw przeptywu sygnatéw w macierze
Zastanéwmy sie teraz, co mamy na mysli, gdy méwimy o znaczeniu
lub semantyce kazdego wykresu przeptywu sygnatu. Uzyjemy
matryc.

J
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W przyktadach takich jak powyzsze (skopiowane z réwnania (5.1))
sygnaty pochodzace z przewodéw wyjsciowych, powiedzmy a i b,
podane s3 przez pewne sumy wzmocnionych wartosci wejsciowych,
powiedzmy xiy. Jesli mozemy jedynie mierzy¢ sygnaty wejsciowe i
wyjsciowe i nie dbamy o to, co dzieje sie pomiedzy nimi, to kazdy
wykres przeptywu sygnatu mozna réwnie dobrze zredukowa¢ do
macierzy wzmocnien. Mozemy przedstawi¢ wykres przeptywu
sygnatu réwnania. (5.1) albo przez matrtx po lewej stronie (wiecej
szczegbtéw), albo przez matryce po prawej, jesli etykiety sa wyrazne
z kontekstu:

15 3
0 21

x |15 3
0 21
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kazdy wykres przeptywu sygnatu mozna interpretowac jako macierz.
Generatory Gg z definicji 5.45 pokazano ponownie w ponizszej
tabeli, gdzie kazdy z nich jest interpretowany jako Na przyktad,
interpretujemy wzmocnienie przez ae Ras macierz 1x1 (a): 1-1: jest
to operacja, ktéra przyjmuje dane wejsciowe xe Rand zwraca
siekiere. Podobnie mozemy interpretowaé¢> jako macierz 2x 1: jest
to operacja, ktéra pobiera wektor wiersza sktadajacy sie z dwoch
danych wejsciowych, xiy, i zwraca x + y. Oto tabela
przedstawiajaca interpretacje kazdego generatora.
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generator icon | matrix | arity
amplifybyae R | —— (@) [1—=1
add > (}) 21

zZero o— () 0—1

copy —~C (11|12
discard — () 1—0
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5.3.5 Idea semantyki funkcjonalne;j

Zatrzymajmy sie na chwile, aby zastanowi¢ sie nad tym, czego sie
wiasnie nauczylismy. Po pierwsze, diagramy przeptywu sygnatéw to
morfizmy w rekwizytach. Oznacza to, ze mamy dwie specjalne
operacje, ktére mozemy wykona¢, aby utworzy¢ nowe diagramy
przeptywu sygnatu ze starego, a mianowicie sktad (faczenie
szeregowe) i produkt monoidalny (faczenie réwnolegte). Mozemy
mysle¢ o tym jako o okresleniu gramatyki lub sktadni dla
diagraméw przeptywu sygnatéw. Jako jezyk wykresy przeptywu
sygnatéw maja nie tylko sktadnie, ale takze semantyke: kazdy
diagram przeptywu sigral moze by¢ interpretowany jako macierz. Co
wiecej, matryce maja te sama strukture gramatyczna: tworza
rekwizyt i mozemy konstruowac¢ nowe matryce ze starych przy
uzyciu sktadu i produktu monoidalnego.
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W Twierdzeniu 553 uzupetniliSmy ten obraz, pokazujac, ze
interpretacja semantyczna jest funktorem rekwizytéw miedzy
rekwizytem graféw przeptywu sygnatu a rekwizytem macierzy.
Méwimy zatem, ze macierze daja semanty funkcjonalne dla
diagramu przeptywu sygnatu. Semantyka funkcjonalna jest
kluczowym przejawem kompozycyjnosci. Méwi, ze macierz S (9) dla
duzego wykresu przeptywu sygnatu g mozna obliczy¢, 1. dzielac g
na mate kawatki, 2 obliczajac bardzo proste macierze dla kazdego
elementu, i 3. stosujac mnozenie macierzy i bezposrednie
sumowanie do potacz precs z powrotem, aby uzyska¢ znieksztatcone
znaczenie S). Ta funkcjonalnos¢ jest przydatna w praktyce, na
przyktad przyspieszajac obliczanie semantyki graféw przeptywu
sygnatéw: w przypadku duzych graféw przeptywu sygnatu uktadanie
macierzy jest znacznie szybsze niz $ciezki $ledzenia.
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5.4 Graficzna algebra liniowa W tym rozdziale zaczniemy
opracowywac co$, co nazywa sie graficzna algebra liniowa, ktéra
kontynuuje powyzsze pomysty. Ten formalizm jest w rzeczywistosci
dos¢ silny. Na przyktad. dzieki niemu mozemy swobodnie i pewnie
udowodni¢ pewne domysty z teorii kontroli, ze chociaz ostatecznie
zostaty rozwigzane, wymagaty dos¢ skomplikowanych argumentéw
algebry mateis (PSKI6) Prezentacja Mat (R)
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5.4.1 Niech R bedzie atig, jak zdefiniowano w definicji 516. gtéwne
twierdzenie z poprzedniej sekcji Twierdzenie 551 przedstawiato
funciora i SFG Mau RI, ktéry odpowiada kazdej sgnal lovw

wykres w macierz. Nastepnie pokazujemy, ze Sis jest ,petna”: ze
kazda matrtx moze by¢ reprezentowana przez wykres przeptywu
sygnatu.
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Twierdzenie 5.56. Biorac pod uwage dowolng macierz ME Mat (R),
istnieje wykres przeptywu sygnatu ge SFG, taki, ze S (e) = szkic M.
Proef. Niech Me Mat (R) bedzie macierza (mx n-macierz). Chcemy,
aby wykres przeptywu sygnatu g byt taki, ze S (9) = M. W
szczegolnosci, aby obliczy¢ S (g) G. Wiemy, ze mozemy po prostu
obliczy¢ wzmocnienie ze i-ty wktad przyczynia sie do wyjscia /.
Kluczowym pomystem jest wiec skonstruowanie y, aby istniata
doktadnie jedna sciezka od i-tego wejscia do j-tego wyjscia, i ze
$ciezka ta ma doktadnie jedna ikone mnozenia skalarnego, a
mianowicie M (1, n Ogélna konstrukgcja jest troche techniczna ,ale
pomyst jest drogi, biorac pod uwage przypadek 2x 2-macierzy
Zatézmy, ze M to 2x 2-matrox (wtedy okreslamy, ze jest to wykres
przeptywu sygnatu.
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ﬁ?:
B-/ (5.57)
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Theorem 5.60. The prop Mat(R) is isomorphic to the prop with the following presen-
tation. The set of generators is the set

GR:={_>_, o— —«_ —e IU{—(;)—M?ER[,

the same as the set of generators for SFGg; see Definition 5.45.
We have the following equations for any a, b € R:

T 2 > e

o—

- > o=

Grzegorz tach Paula Chajduta



Wykresy przeptywu sygnatu, rekwizyty prezentacje i dowody

o= B qg.. -9
—_{D—=__ (D= —e 0—
- 5 D=
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5.4.2 Poza tym: obiekty monoidalne w kategorii monoidalne;j
Rézne podzbiory réwnan w Twierdzeniu 5.60 kodujg struktury
znane z wielu innych cze$ci matematyki, np. teoria reprezentacji.
Na przyktad mozna znalez¢ aksjomaty dla (ko) monoldéw, (ko)
monomorfizméw monoidéw, algebry Frobentus i (z niewielkim
przegrupowaniem) algebry Hopfa, siedzace w tej kolekcji. Pierwszy
przyktad, pojecie monoidéw, jest nam teraz szczegélnie znany,
dlatego krétko oméwimy ponizej, zaréwno w kategoriach
algebratéw.
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(Definicja 5.65), jak i w schematach (Przyktad 5.68), Definicja
5.65. Obiekt monoidalny (M, u, n) w symetrycznej kategorii
monoidalnej (C, 1,) to obiekt M z Razem z morfizmami u:
MM-Mand n: 1- M taki, ze (a) (uo id); u = (id o u); uand (b) (ne
id) i u =id = (id o n) i u. Komutatywny obiekt monoidu jest
obiektem monoidu, ktéry dodatkowo jest postuszny (c) OM.MH =
H. gdzie oM M jest mapa wymiany na M in e, czesto oznaczamy j3
po prostu przez.

Obiekty monoidalne s3 tak nazywane, poniewaz s3 abstrakcja
zwyktej koncepcji monolda.
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5.4.3 Wykresy przeptywu sygnatu: sprzezenie zwrotne i wiecej.

W tym momencie historii zauwazylismy, ze kazdy wykres przeptywu
sygnatu reprezentuje macierz, co daje nam nowy sposéb
rozumowania na temat macierzy. To dopiero poczatek piekne;j
opowiesci, nie tylko matryc graficznych, ale graficznej algebry
liniowej. Zamykamy ten rozdziat kilkoma krétkimi wskazéwkami na
temat kontynuacji historii. Piktorialnos¢ graféw przeptywu sygnatéw
zacheca nas do zabawy nimi. Podczas gdy zwykle rysujemy ikone
kopiowania w ten sposéb, G réwnie tatwo mozemy ja odwrécic i
narysowac¢ ikone.
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Co to moze znaczy¢ Pomyslmy jeszcze raz o semantyce graféw
przeptywowych. Podejscie behawioralne. Wykres przeptywu sygnatu
g: m n przyjmuje wejscie IE R "i daje wyjsciey e R". W
rzeczywistosci, poniewaz to wszystko, na czym nam zalezy, mozemy
po prostu pomysle¢ o przedstawieniu wykresu przeptywu sygnatu g
jako opisie pary par wejsciowych i wyjsciowych (x, y). Nazwiemy
ten zestaw zachowaniem g i oznaczymy Go B (g) CRx R ". Na
przyktad wykres przeptywu,, kopiuj ".
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taczenie kierunkéw. Jakie powinno by¢ zachowanie dla diagramu,
takiego jak:
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5.5 Podsumowanie i dalsza lektura

Celem tego rozdziatu byto wyjasnienie, w jaki sposéb rekwizyty
formalizuja wykresy przeptywu sigralnego i zapewnity nowa
perspektywe algebry liniowej. Aby to zrobi¢, przeanalizowalismy idee
struktur swobodnych i przedstawionych w kategoriach
uniwersalnych wtasciwosci. To pozwolito nam zbudowaé rekwizyty,
ktére doktadnie wyciszaty nasze potrzeby Blog Gruptical Lininar
Algebru Pawta Sobocinskiego jest dostepna i zabawnga eksploracja
kluczowych tematéw tego rozdziatu, ktéra nastepnie opisuje, w jaki
sposob pojecia takie jak determinanty, elgenektory i diviston przez
zero moga by¢ wyrazone za pomoca przeptywu sigral (Sob).
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W przypadku detatiséw technicznych mozna zacza¢ od tez Baeza
lub Zanasa (Zant5) i powiazanych serii artykutéw (5Z14, BSZIS,
IS171). Szczegdétowe informacje na temat aplikacji do sterowania
teoria patrz (PSRIAL Z teoretycznej kontroli, na idee i filozofie tego
rozdziatu duzy wptyw wywarto zachowanie Willemsa (Wilr). Dla
czytelnika, ktéry nie studiowat abstrakcyjnej algbra, wspominamy,
ze pierscieniowe monoidy i macierze sg standardowa taryfa w
algebrze abstrakcyjnej i mozna je znalez¢ w dowolnym standardzie

Wstep,
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Takim jak (Fra Rip, znany réwniez jako semirings, s3 mniej znane,
ale nie mniej niz interrccivivesivevey of the inerat ure mozna
znalez¢ w [Clat By¢ moze najbardziej znaczacym pomystem w tym
rozdziale jest rozdzielenie struktury na wntar i semantyke zwigzana
z funktorem, ktéry jest obecny nie tylko w biezacym temacie
badania stodkiego flene jgrapl, ale takze w naszym rozdziale 542,
gdzie rozmawiamy dla Xampka o przedmiotach srednich w
kategoriach umystowych. Dea ot huncioral semantyka to kolejna
$mier¢ dla Laera Festa.

Grzegorz tach Paula Chajduta



Koniec

Prezentacje Przygotowali:
Grzegorz tach
Paula Chajduta

Grzegorz tach Paula Chajduta
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