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Wszechobecnos¢ jezykéw sieciowych

Obwody elektryczne, sieci reakcji chemicznych, automaty
skonczone, procesy Markowa: sg to wszystkie powszechnie
opisywane modele systeméw fizycznych lub obliczeniowych za
pomoca diagraméw sieciowych. Tutaj na przykfad rysujemy
schemat, ktéry modeluje flip-flop, obwéd elektryczny - wazny w
pamieci komputera - ktéry moze przechowywac troche informacji.
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Co$ o grafach

Diagramy sieciowe majg sprawdzone narzedzie. W tym rozdziale
jesteSmy zainteresowani zrozumieniem wspdlnej struktury
matematycznej, ktéra dzielg sie na, do celéw ttumaczenie miedzy
nimi i ich zjednoczenie; na przyktad niektére rodzaje proceséw
Markowa moga by¢ symulowane, a zatem rozwigzywane za pomoca
obwodu rezystoréw. Kiedy zrozumiemy podstawowe struktury, ktére
s3 wspdlne dla jezykéw diagraméw sieciowych, mozemy wykonaé
tatwe poréwnywanie odpowiednich modeli matematycznych. Na
pierwszy rzut oka schematy sieciowe wygladaja zupetnie inaczej niz
schematy okablowania, ktére do tej pory widzialismy. Na przyktad
druty nie s3 przekierowywane w powyzszym przypadku, podczas
gdy w kategorii - w tym kategoriach monoidalnych widocznych w
teoriach zasobéw lub wspétprojektowaniu - kazdy morfizm ma
domene i kodomene, co daje mu poczucie kierunku.
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Przyktadowe elementu obwodéw elektrycznych
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Przyktadowe elementu obwodéw elektrycznych
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Przyktadowe elementy obwodéw elektrycznych
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Colimits czyli Granica i kogranica i potaczenie

Konstrukcje uniwersalne sa kluczowe dla teorii kategorii. Pozwalaja
nam definiowa¢ obiekty, przynajmniej do izomorfizmu, opisujac ich
zwigzek z innymi przedmiotami. W tej sekcji naszym gtéwnym
zadaniem jest konkretne zrozumienie kolimitéw w kategoria Fin
Zestaw zbioréw skonczonych i funkcji. Chodzi o to, aby wzig¢ kilka
zestawéw - powiedzmy dwa, pietnascie lub zero - uzy¢ funkcji
miedzy nimi, aby wyznaczy¢ te elementy jeden zestaw ,nalezy
traktowa¢ tak samo” jak elementy w innym zestawie, a nastepnie
scali¢ odpowiednio sie zestawia.
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Pushouts - Wypychacze

Wypychacze to sposéb taczenia zestawéw. Podobnie jak potaczenie
podzbioréw, wypychanie moze sie taczy¢ dwa zestawy w
nieroztaczny sposob: elementy jednego zestawu mozna
identyfikowa¢ z elementami inny. Jednak konstrukcja wypychajaca
jest znacznie bardziej ogélna: pozwala (i wymaga) uzytkownik
doktadnie okresli, ktére elementy zostang zidentyfikowane.
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Pushouts - Wypychacze

Definition 6.19. Let € be a category and let f: A — X and gz A — Y be morphisms
in € that have a common domain. The pushout X +4 Y is the colimit of the diagram
/
A X

Y

In more detail, a pushout consists of (i) an object X + Y and (if) morphisms 1x: X —
X+aYand ty: Y - X +, Y satisfying () and (b) below.
(@) The diagram

A—1 X

(6.20)

commutes. (We will explain the ™ symbol below.)
(b) Forall objects T and morphisms x: X — T, y: Y — T, if the diagram

—

N

-

commutes, then there exists a unique morphism t: X +4 Y — T such that

commutes.
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Skonczone granice

Moéwimy, ze kategoria C ma skonczone limity, jesli istnieje colimit,
colimJD. ilekro¢ J jest kategorig skonczong, a D: J — C jest
diagramem
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Przyktad 6.31.

Obiekt poczatkowy w kategorii C, jesli istnieje, jest kolimerem
funktora !: 0 — C, gdzie 0 to kategoria bez obiektéw i morfizméw,
il jest wyjatkowy taki funktor. Rzeczywiscie, kokon sie skonczyt!
jest tylko przedmiotem C, wiec poczatkowy kokon sie skonczyt !
jest tylko poczatkowym przedmiotem C. Zauwaz, ze 0 ma
skonczenie wiele obiektéw (brak); dlatego poczatkowe obiekty sa
skofnczonymi kolimitami.
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Przyktad 6.31.

Czesto chcemy wiedzie¢, ze kategoria C ma wszystkie skonczone
granice (w takim przypadku czesto porzucaja ,wszystko” i po prostu
méwia ,,C ma skonczone granice"). Aby sprawdzi¢, czy C ma
(wszystkie) skonczone colimits, wystarczy sprawdzi¢, czy ma kilka
prostszych form colimit, ktére generuja wszystko reszta.
Twierdzenie 6.32. Niech C bedzie kategoria. Nastepujace s
réwnowazne: 1. C ma wszystkie skonczone limity. 2. C ma obiekt
poczatkowy i wszystkie wypychania. 3. C ma wszystkie korektory i
wszystkie skonczone koprodukty. Dowéd. Nie podamy tutaj
doktadnych szczegétéw, ale kluczowy pomyst jest indukcyjny: jeden
Potrafi budowaé dowolne skoficzone diagramy przy uzyciu
podstawowych blokéw konstrukcyjnych.
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Gdy kategoria C ma skonczone limity, niezwykle przydatnym
sposobem na ich spakowanie jest biorac pod uwage kategorie
cospans w C.
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Przyktad 6.43.

Niech C bedzie kategorig. Cospan w C to tylko para morfizméw do
a wspélny obiekt A — N <« B. Wspdlny obiekt N nazywany jest
wierzchotkiem cospanu a pozostate dwa obiekty A i B nazywane s3
jego stopami
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Jesli chcemy powiedzie¢, ze cospany tworza kategorie, powinnismy
zacza¢ od tego, jak to zrobi¢ kompozycja dziatataby. Zatézmy, ze

mamy dwéch cospanéw w C.
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Using Directed Acyclic Word Graphs

Moze sie wydawa¢, ze osiagnelismy cel, ale brakuje nam kilku
rzeczy. Najpierw, potrzebujesz tozsamosci na kazdym obiekcie C €
Ob C; ale to nie jest trudne: uzyj C — C « C gdzie obie mapy s3
tozsamosciami w C. Co wazniejsze, nie wiemy, ze C ma wszystkie
wypychania, wiec nie wiemy, ze co dwa sekwencyjne morfizmy A —
B — C mozna skomponowaé. Poza tym istnieje stan techniczny, ze
kiedy tworzymy wypychacze, my tylko uzyska¢ odpowiedz ,,az do
izomorfizmu": wszystko, co jest izomorficzne w przypadku
wypychania, liczy sie jako wypychanie (sprawdz definicje, aby
zobaczy¢ dlaczego). Chcemy, aby te wszystkie wybory sie liczyty
tak samo, wiec definiujemy dwa cospany jako réwnowazne, jesli
wystepuje izomorfizm miedzy ich odpowiednimi wierzchotkami.
Oznacza to, ze cospan A — P « B i A — P '« B na schemacie
pokazanym po lewej ponizej sa réwnowazne iff wystepuje
izomorfizm P = P, co powoduje, ze schemat jest po prawej stronie

P P
PN A/*l;\
S o
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Teraz gdzies idziemy. Tak dtugo, jak nasza kategoria C ma
wypychacze: CospanC utworzy kategorie. Ale tak naprawde
jestesmy bardzo blisko zdobycia wiecej. Jesli domagamy sie réwniez,
aby C réwniez miat obiekt poczatkowy - mozemy zaktualizowa¢
CospanC do symetrycznej kategorii monoidalne;
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Definition 6.45

Niech C bedzie kategoriag ze skonczonymi kolimitami. Nastepnie
istnieje kategoria CospanC z tymi samymi obiektami co C, tj. Ob
(CospanC) Ob (C), gdzie morfizmy A — B to (klasy
réwnowaznosci) cospans od A do B, i podano sktad przez powyzsza
konstrukcje wypychajaca. Ta kategoria ma symetryczng strukture
monoidalng, oznaczong (CospanC , e, +). Jednostka monoidalna
jest obiekt poczatkowy - € C, a iloczyn monoidalny podaje
koprodukt
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Finding maximal cliques in a graph

Kategoria FinSet ma skonczone limity. Mozemy wiec zdefiniowac
symetryczna monoidalna kategoria CospanFinSet. Jak to wyglada?
Wyglada bardzo podobnie przewody taczace porty. Obiekty
CospanFinSet s3 zbiorami skoficzonymi; narysujmy je jako kolekcje
of e's. Morfizmy s3 cospanami funkgcji. Niech A i N beda
piecioelementowymi zestawami, a B bedzie a zestaw szesciu
elementéw. Ponizej znajduja sie dwa obrazy cospanu A-> N <-B
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Na ilustracji po lewej stronie przedstawiamy po prostu funkcje fi 1
za pomoca rysunku strzatki od kazdego a € A do f (a) i kazdego b
€ B do 1 (b). Na zdjeciu po prawej stronie my spraw, aby ten obraz
bardziej przypominat druty, po prostu narysuj drut tam, gdzie przed
nami miat strzatke i usun niepotrzebne punkty srodkowe. Rysujemy
réwniez linie kropkowana wokét punktéw, ktére s3 potaczone, aby
podkreslic wazng perspektywe, ze cospans ustali¢, ze niektére porty
sg potaczone, tj. naleza do tej samej klasy réwnowaznosci.
Monoidalna kategoria CospanFinSet zapewnia nastepnie dwie
operacje faczenia cospans: sktad i produkt monoidalny. Skfad
podaje sie, biorac wypychanie map pochodzacych ze wspdlnej
stopy, jak opisano w definicji 6.45. Oto przyktad kompozycji
cospan, na ktérej przedstawione s3 wszystkie funkcje
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(6.47)
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The monoidal product is given simply by the disjoint union of two cospans; in pictures
it is simply combining two cospans by stacking one above another.
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Kategorie Hypergraph

Kategoria hipergraph jest rodzajem symetrycznej kategorii
monoidalnej, ktérej schematy potaczen s3 sieciami. Wkrétce
przekonamy sie, ze obwody elektryczne mozna zorganizowa¢ w
kategoria hypergraph; wtasnie nad tym budowalismy. Ale aby
zdefiniowa¢ hipergraph kategoriach, warto najpierw wprowadzi¢
monoidy Frobenius
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Frobenius monoids

Niech X bedzie obiektem w symetrycznej kategorii monoidalnej (C,
®, ). Struktura Frobeniusa na X sktada sie z 4-krotnej (u, , ,)
takiej, ze (X, p, ) jest przemienna monoid i (X, ,) to komonoid
wspotsprawczy, ktéry spetnia szes¢ réwnan powyzej ((ko)
asocjatywnosci, (ko) jednosci, (ko) komutatywnosci), a takze
R ——
nastepujace trzy réwnania: (Gerrtais iy (hespeciallaw)  Qpjekt
X wymieniony w strukturze Frobeniusa nazywamy specjalna
komutatywng Frobenius monoid, lub po prostu monoid Frobenius w

skrécie
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Definition 6.54. Let (X, 41,7,5,€) be a Frobenius monoid in a monoidal category
(€,1,8). Letm, n € N. Define s,,,,: X*™ — X®" to be the following morphism

e 5_6 -

It can be written formally as (m — 1) s followed by (n —1) &'s, with special cases when

m=0orn=0.
We call s, the spider of type (m, n), and can draw it more simply as the icon

m legs { % } nlegs
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Schematy potaczen dla kategorii hypergraph

Woprowadzamy kategorie hypergraph poprzez ich schematy
pofaczen. Tak jak dla kategorie monoidalne, formalna definicja jest
tylko struktura wymagana do jednoznacznej interpretacji tych
diagramoéw. Rzeczywiscie, nasze zainteresowanie kategoriami
hipergraféw najlepiej wida¢ na ich schematach okablowania.
Kluczowa ideg jest to, ze diagramy okablowania dla kategorii
hypergraph sa diagramami sieci. Oznacza to, oprécz rysowania
etykietowanych pél z danymi wejsciowymi i wyjsciowymi, jak
mozemy dla kategorii monoidalnych i oprécz giecia tych drutéw, jak
mozemy Kompaktowe zamkniete kategorie, mozemy dzieli¢, taczy¢,
konczy¢ i inicjalizowa¢ przewody. Oto przyktad schematu
okablowania, ktéry przedstawia kompozyt morfizméw w kategorii
hypergraph
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Definicja kategorii hypergraph

Kategoria hypergraph jest symetryczng kategoria monoidalng (C, |,
®) w ktoéry kazdy obiekt X jest wyposazony w strukture Frobeniusa
(X, uX, X, X, epsilonX) tak, ze dla wszystkich obiektéw X, Y i taki,
ze | idl I. Rekwizyt hipergraficzny to kategoria hipergraficzna, ktéra
jest réwniez rekwizytem, np. Ob (C) N itp.
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Decorated cospans

Celem tego rozdziatu jest pokazanie, w jaki sposéb mozemy
skonstruowa¢ kategorie hypergraph ktérych morfizmami sa obwody
elektryczne. Aby to zrobi¢, musimy najpierw wprowadzi¢ pojecie
zachowujacej strukture mapy dla symetrycznych kategorii
monoidalnych, uogélnienie monoidalnych monotonicznych zwanych
symetrycznymi funktorami monoidalnymi. Nastepnie przedstawiamy
ogélna metoda - dekorowanych cospanéw - do wytwarzania
kategorii hipergrraficznych. W ten sposéb powstanie wiele luznych
koncéw: kolimity, cospany, obwody i hipergraph.
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Rough Definition 6.68. Let (€, Ie, ®) and (D, I, ®p) be symmetric monoidal cate-
gories. To specify a symmetric monoidal functor (F, ) between them,
(i) one specifies a functor F: € — D;
(ii) one specifies a morphism ¢;: I — F(le).
(iii) for each ¢, c; € Ob(€), one specifies a morphism

Qi F(e1) ®p F(c2) = Fler ®e c2),

natural in ¢1 and c2.

We call the various maps @ colierence maps. We require the coherence maps to obey
bookkeeping axioms that ensure they are well behaved with respect to the symmetric
monoidal structures on € and D. If g1 and @, c, are isomorphisms for all c1, cz, we say
that (F, @) is strong.
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Przyktadowe zastosowanie grafu dla obwodu elektrycznego
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