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Adwekcija, wstrzasy i soliton Russela

Adwekcja — w mechanice ptynéw i hydrodynamice podziemnej unoszenie substanciji
przez przeptywajgcy ptyn w ten sposob, ze predkos$¢ unoszonej substancji rowna
jest predkosci przeptywajgcego ptynu. Soliton - samopodtrzymujaca sie
odosobniona fala wywotana przez efekty nieliniowe wystepujace w materiale, w
ktérym fala ta sie rozchodzi. Lub rozwigzanie uktadu nieliniowych rownan
rozniczkowych, ktére:

reprezentuje fale o niezmiennym ksztatcie;
jest zlokalizowane tak, ze zanika lub osigga statg wartoS¢ w nieskonczonosci;

moze oddziatywac silnie z innymi solitonami, ale po kolizji zachowuje
niezmieniong forme — wystepuje tylko przesunigcie fazy.
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Adwekcija, wstrzasy i soliton Russela

Russel postanowit wytworzy¢ takie fale w swoim laboratorium po czym doszedt do
rownania opisujgcego predkosc¢ fali:
c® = g(h+A)
gdzie g to przyspieszenie ziemskie, h to gtebokos¢ a A to amplituda fali. Z tego
wynika, ze fale z wiekszg amplitudg poruszajg sie szybciej niz te z mata.
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Ciagtosc¢ i rowanania adwekcji

Ruch ptynu opisany jest przy pomocy réwnania Naviera-Stokesa
dp(x,t)
ot

Ale dla przypadku jednowymiarowego otrzymujemy:
Op | 9p
— =0.
ot " T
Takie wyrazenie nazywamy rownaniem adwekcji - czyli np. przypadku gdy tratwa na

wodzie ma takg samg predkos$c¢ jak sam nurt.

+V-j=0, ] pvixt).
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Opis fal uderzeniowych przy pomocy réwnania
Burgera

Réwnanie Burgera ma postac:

du du

e + eu e 0,
du a(u?/2)
t e dx

Z czego druga postac réwnania jest "postacig konserwatywna"tj. jest wariacja na
temat réwnania adwekcji Russela, w ktorym predkos$¢ fali jest proporcjonalna do jej
amplitudy.
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Jak wzigé pod uwage dyspersje?

Rozpraszanie sie nie powoduje utraty energii fali ale powoduje zanik informacji o
niej wraz z uptywem czasu.
Zatbézmy fale, ktdrg opisuje réwnanie:

u(.c.i) _ Eﬂ:i(k;r—wfj

Biorgc pod uwage fakt, ze fala rozchodzi sie "w prawo" czyli kx-wt nie zmienia sie
wraz ze zwigkszeniem sie x w czasie. Po podstawieniu tej funkcji do rownania
adwekcji otrzymamy:
w = ck.
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Jak wzigé pod uwage dyspersje?

Jest to przykfad relacji dyspersji - zaleznos¢ czestotliwos¢ fali w i wektora falowego
k. Predkos$¢ grupowa wyraza sie wzorem:
_ Ow
97 ok’
relacja dyspersji prowadzi do tego, ze dla kazdej czestotliwo$ci mamy takg sama
predko$¢ grupowa.
Zatézmy, ze fala rozchodzi sie z matg dyspersja czyli z czestotliwoscia, ktéra ma
mniejsza niz liniowg zalezno$¢ od wektora falowego k

w ~ ck — Bk3.

w
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Jak wzigé pod uwage dyspersje?

Z tego wszystkiego dochodzimy do wniosku, ze mozemy zapisa¢ zaleznosc¢:
dw

vg = - ~ ¢ — 33k2,
Ou(x,t) Ou(x,t) P u(z,t) .
ot T Or T o3 0-
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Solitony na mieliznie i rownanie KdeV

Chcemy zrozumie¢ dziwne zachowanie fal wodnych, ktére majg miejsce na
mieliznie czy waskich kanatach. Analityczy opis takich spietrzen wody zostato
wprowadzone przez Korteweg’a i deVries’a:
Hulx. H Ou(x, t) 3 u(z. t)
——— =10,
g Teue ) e
Nasz wyraz Srodkowy wyraz prowadzi do zaostrzenia sie fali a w reazultacie do fali
uderzeniowe;.
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Analityczne rozwigzanie solitonu

Zwykle rozwigzujemy takie réwannia poprzez wstawienie odgadnietej formy
rozwigzania:

u(x, t) = u(f = — ct).

Takie wyrazenie oznacza, ze jesli bedziemy poruszac sie ze statg predkoscia c,
zauwazymy statg postac fali. Podstawienie do réwnania KdeV daje nam
rozwigzywalne rébwnanie rézniczkowe zwyczajne:
—(!% + Fﬂ@ +,{c-da—u
" aE oE " ded

=0,

—c 1
T.t[.]’.f_._?f} = T(St‘,chz 5\;’}6{_:!: —ct — f’[)} .

gdzie ¢ jest fazg poczagtkowg. Zauwazamy, ze amplituda jest proporcjonalna doW

predkosci - jest to typowa forma analityczna solitonu. PIC
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Implementacja rozwigzania solitonu KdeV

Zaczynamy od:

u(z,t =0) :% [1—tar1h (I_PEE)] .
5

z parametrami: € = 0.2, u= 0.1, Ax =0.4, At =0.1
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Implementacja rozwigzania solitonu KdeV

1import matplotlib.pylab as p

2 from mpl_toolkits.mplot2d import Axes3D
3 import numpy as np

4

5ds = 0.4
sdt = 0.1
7max = 2000
Smu = 0.1
9eps = 0.2
19mx = 131

11u = np.zeros((mx,3), float)
12spl = np.zeros((max, 21), float)

1am =
14

15for i in range(e, 131):

5 u[i, 8] =0.5% (1 - ( (np.exp( 2% (0.2 %ds*1i 5. ) ) -1) / (np.exp (2% (0.2*ds*3 -5 ))+1)))
17ufe, 1] = 1

sufe, 2]

19u[130, 1] = 6.
20u[130, 2] = 6.

21

22 for i in range (8, 131, 2):
23 spl[i, @]

= mu * dt / (ds ** 3)

i in range (1, mx - 1):
al = eps * dt * (u[i +1, @] + u[i, 8] + u[i-1, @] ) / ( ds*6. )
ifi>1 and i< 129:

@2 =ufi+2,0] +2. *ufi-1,0] -2 *uli+1,0]-uli-2,e]
else:

a2 = u[i -1, 0] - u[i +1, 0]
a3 =u[i+1,0] - ufi-1,e]
33 uli, 1] = u[i, @] - al * a3 - fac * a2 / 3.
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Implementacja rozwigzania solitonu KdeV

34
35for j in range (1, max + 1):
for i in range(l, mx - 2):
al =eps *dt * (u[i+ 1, 1] + u[i, 1] + u[i - 1, 11 ) / (3. * ds )
ifi>1landi<mx-2:
a2 =uf[i+2,1] +2. ¥u[i-1,1] -2. *u[i+1, 1] - u[i-2, 1]
else:
a2 =uf[i -1, 1] - u[i+ 1, 1]
a3 =uf[i+ 1, 1] - u[i - 1, 1]
u[i, 2] = u[i, @] - al * a3 - 2. * fac * a2 / 3.
if j%100 == o:
for i in range (1, mx - 2):
spl[i, m] = u[i, 2]
m=m+1
for k in range(@, mx):
ulk, 0] = u[k, 1]
ulk, 1] = ulk, 2]

53x = list(range(@, mx, 2))

54y = list(range(@, 21))

55X, Y = p.meshgrid(x, v)

56 fig = p.figure()

57 ax = Axes3D(fig)

58 ax.plot_wireframe(X, Y, spl[X,Y], color = 'r')
59 ax.set_xlabel('Position’)
x.set_ylabel('Time')
1ax.set_zlabel('Disturbance")

2 p.show()

6
6
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Implementacja rozwigzania solitonu KdeV
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Hydrodynamika, rownanie Naviera-Stokesa

Podstawowym rownaniem hydrodynamiki jest rownanie ciggtosci:
Ip(x,t)

ot
WprowadZmy napierw specjalng pochodng czasowg "hydrodynamiczng pochodng"
Dv/Dt, ktéra daje nam obraz jak zmienia sie predko$¢ materiatu w elemencie cieczy

a takze bierze pod uwage zmiany pochodzace od ruchu cieczy a takze wyrazng
zaleznos¢ predkosci od czasu

+V-j=0, j % pvx,1)

Dv def ov
D - (Vv
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Hydrodynamika, rowannie Naviera-Stokesa

D . 1.
Fi = vViv — EVP(,D: T, z),

Oy = Ovy ‘9%, 10P

ETRDIL T i DB vt
j==z J j==x J

v : dv “. 8% 1 P
u u ]

—— + Vi =V - ==,

ot ; 7 Oz ng 3.::? p Oy

v, =  Ov, 9%, 18P

5 T2 ox; v T T poz
j=z j=z 7

gdzie v jest lepkoscia kinematyczng, cisnieniem. Réwnania te opisuja transfer pedg

cieczy w niektorych miejscach przestrzeni co jest spowodowane sitami i
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Hydrodynamika, rowannie Naviera-Stokesa

Zajmujemy sie przeptywem ustalonym wokot obiektu, wiec wszystkie pochodne po
czasie predkosci znikajg. Ponadto przyjmujemy, ze ciecz jest niescisliwa wiec
pochodna z gestosci rowniez zanika. Tak wigc:

Ous
‘—Za;_ !

(v -V)v=vV2v — lvp
P
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Hydrodynamika, rowannie Naviera-Stokesa

Pierwsze réwnanie opisuje rownos$¢ ilosci cieczy wptywajacej i wyptywajace;j.
Ignorujemy zalezno$¢ predkosci od sktadowej Z. Nasze réwnania majg postac:

duy Oy
or oy
8%v 8%, Ov, dv, 1 0P
o = 1 _
o2 Oy? " Yoy ' p Ox
9%, J2uy du, duy, apP
v (G +5E) = m GG
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Wirowos¢ rownania Naveira-Stokesa

Wprowadzamy funkcje strumienia gdzie predkosc jest zdefiniowana przez rotacje

def = . [Ouy  Ouy . {Ouy Ou.
Vo= V“‘(XJ—%(ay E)“B‘(E a)

_ Ou _ Ou

—%: 1'y — _E

Oprécz tego potrzebne nam bedzie pole wirowe

W dlef V x v(x)

B!

Oratowski & Szwerniak & Chajduta & Caputa Solitony 26th June 2020 20/34



Wirowos¢ rownania Naveira-Stokesa

Jako, ze predkos¢ w kierunku Z sie nie zmienia

(9% _ 9
W = or dy

Jest to miara tego jak bardzo predkos¢ cieczy rotuje(obraca sig).
Linie pola sg ciggte i poruszajg sie tak jakby byty przyczepione do czgstek cieczy.

w=‘ﬁ><v=ﬁx(ﬁxu)zﬁ(ﬁ-u)—vzu
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Wirowosc¢ rownania Naveira-Stokesa
Finalnie dostajemy podstawowg relacje pomiedzy strumieniem u a wirowos$cig w:

Vu=—-w.

Roéwnanie to jest analogig do rownania Poisson’a w elektrostatyce.
Po przeksztatceniach uzyskujemy

V2w = [(V x u) - V]w.
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Wirowos¢ rownania Naveira-Stokesa

Pozostaje nam rozwigzac uktad rownan ztozony z 2 ostanich tj.

0%u  0%u
oz oy
w 0w _ Ou dw  Ou dw
5+ 55) ~ 5 35 o 0y
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Rézniczki skonczone i algorytm SOR

SOR(successive over-relaxation)
Aby rozwigzac taki uktad na siatce Ny x N, jednolitej przestrzeni h z
r=1iAx=1ih, i=0,...,Ng;, y=jAy=jh, j=0,...,N,
Strumien jest symetryczny potrzebujemy rozwigzania tylko w gérnej potowie
ptaszczyzny
@ + @ o Wil T U1t Ui Ui — du; ;
0x2  Oy? h? '

Ou Ow L Uil — Uij—1 Wiyl j — Wi

dy B 2h 2h

B!
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Rézniczki skonczone i algorytm SOR

Forma rézniczkowa réwnania wirowosci Naviera-Stokesa przybiera postac:

1
wy =7 (Uigr,j 4+ U1,y + Ui 1 +u 1 +hw, ),

1 . . .
w5 =1{"-‘-'t+l._;l +wi—1,; +Wig41 Wi 5-1) — _6 {_ua.3+l — Ui,3—-1]

1

X [wig1,; — wim1g] = [ag1,; — vi—15] [wi 41 —wi 5-1]},

(in normal units).

Parametr R jest powigzany z liczbg Reynoldsa i jest miarg sity zwigzania
nieliniowych wyrazéw w réwnaniu.
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Warunki brzegowe dla strumienia

Przeptyw swobodny
Gdy nie ma w cieczy "belki" mamy przeptyw sobodny, cata ciecz posiada predkos¢
wlotowa.

Uy = -[’;Q:! Uy = 0, = u = I«fgy, w = 0.

Jesli linia centralna dzieli uktad wzdtuz ptaszczyzny symetrii z takimi samymi
przeptywami i pod i nad nig dostajemy:
du

vy, =0, = e =0 (centerline AE).
T
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Warunki brzegowe dla strumienia

Linia centralna
To linia strumienia z u=constans, poniewaz nie ma sktadowej predkosci, ktéra
bytaby do niej prostopadta.

WiIot
9 Au
vy = _; =0, w=0 (inletF), uv,= 22 _v
T

B!
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Warunki brzegowe dla strumienia

Powierzchnia
"Belka" jest wystarczajgco zanurzona na tyle, zeby nie zaktuca¢ przeptywu na

powierzchni
Ou
v, =— =V, w=0 (surface G).
Ay
Ujscie
Warunki na dnie majg bardzo maty wptyw na to co sie dzieje wyzej
ou Ow
— = — =10 (outlet H).
Ox or ( )
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Warunki brzegowe dla strumienia

Wokoét "belki"
Ciecz "klei sie" do "belki"

du d%u h?
u(z,y+h) = u(z,y) + 8—y(£,y}h + 8_1.3(1’3”)? e
_ duy  Oug
Ww=w., = — — —
T Oz Ay
%]
Vg = = (beam top).
Ay
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Warunki brzegowe dla strumienia

, o2
81.'1,_02}_._ vy,  O%u
= ur = ——; =—5h3
dr dy dy
U(.Cy—f—h)_u(.f‘y) Ui 41 — Uy,
w o~ —92 = = wi_.j:_Q 1,7 7z 1,3
u = 0; w=10
u =0, wig = —2(uis1,; — uig)/h?
u =0, wij = —2(tij41 —uig)/h?
u = wi g = —2(wi 1,5 — uij)/h?
Oufdr =0 w=70
dufdy =V, w=0
Oufdr = Ow/0z =0
Oratowski & Szwerniak & Chajduta & Caputa Solitony
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Centerline EA
Beam back B
Beam top C
Beam front D
Inlet F
Surface G
Outlet H
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Implementacja SOR na siatke

1 import matplotlib.pylab as p
2 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
3 import numpy as np

5 Nxmax=70

of borders():
for i in range(@,Nxmax+1):
for j in range(@,Nymax+1):
]

2 wli, 3]
23 uli,jl=5*ve
24 for i in range(d,Nxmax+1):

uld, Nymax]=ul i, Nymax-1]+Ve*h
wld, Nymax-11=0.
for j in range(@,Nymax+1):
u[1,3j]=uf@,3]
wle,j]=e.
for i in range(@,Nymax+1):
if i<=IL and i>=IL+T:
uli,0]-0.
w[i,0]-e.
for § in range(1,Nymax):
wlhmax, 31=w[Namax-1,3]
ulNxmax,3]=ulNxmax-1,3]

9 def beam():
for j in range(@,H+1):

10 w[IL,3]=-2*u[1L-1,5]/(h*h)
Oratowski & Szwerniak & Chajduta & Caputa
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ImpIementacla SOR na siatke

for 1

for 1

for i

for 1

orders()

in range(IL,TL+Ts1):

w[i,H-11=-2*u[1,H]/(h*h)

in range(IL,IL+T+1):

for J in range(d,H+1):

u[IL,j]-8.
u[ILsT, 3
ufi,H]=0

of relax():
beam()

in range(1, Nxnax):

for j in range(1,Nymax):
rl=omega®((u[i+1,i]+u[i-1,1]+ul1,j+1]+ul4,

u[i,3]+=rl
in range(1, Nxmax):

for 3 in range(1,lymax):

al=u[i+1,j]su[i-1,3]au[i, +1]4w[1,3-1]

3-11+hmheuls, 31)0.25-ul1,31)

a2=(ul1,3+1]-ul4,3-1])*(wli+1,3]-w[i-1,3])
a3=(u[i+l,3]-u[i-1,3])*(wli,3+1]-w[1,3-1])
r2=omega*((al-(R/4.)=(a2-a3))/4.0-u[i,j])

wli,jl+=r2

4uhile(iterc=100):

65 iters=l

or i in

if iter%10--0:
print(iter)
relax()

range (8, Nxmax+1) :

for § in range(8, Nymax+1):
uli,3]uld,31/(ve=h)

x=range(0, Mxmax-1)

ange(0, Nymax-1)

X,Y=p.meshgrid(x,y)

o functz(u):

2=u[X,Y]
return z

functz(u)

81 fig=p. figure()

82 ax=Axes3D(fig)
.plot_wireframe(X,Y,Z, color="r")
_set_xlabel('X")

85 ax.set_ylabel("Y")
56 ax.set_zlabel('Stream Function')
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Implementacja SOR na siatke

175

SR~
= 5

~
[%,]
Stream Function

Mo
L =)

(=]
=

hng
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