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1 Wstep

Laricuch Markova to automat skoriczony z prawdopodobienistwami dla kazdego przejscia, tzn. praw-
dopodobieristwo, ze nastepny stan wynosi s; poprzez dany obecny stan s;.

Rownowaznie: FLancuch Markova jest opisywany poprzez graf kierunkowy z pewnymi wagami w
ktorym to grafie wagi sg powiazane z prawdopodobieristwem przejécia na nastepny stan. Wagi
sa nieujemne i suma wag wychodzacych krawedzi jest dodatnia. Jezeli wagi sa znormalizowane
calkowita waga wynosi 1.

Ukryty model Markova to automat skoriczony z prawdopodobienistwami dla kazdego przejscia
tzn. prawdopodobieiistwo, Ze nast¢pny stan wynosi s; poprez dany obecny stan s;. Stany nie



sa bezposrednio obserwowane. W zamian, kazdy stan produkuje jeden z mozliwych do zaobser-
wowania wynikéw z pewnym prawdopodobieristwem.

Obliczenie modelu poprzez dane zbiory sekwencji zaobserwowanych wynikoéw jest trudne, stany nie
sa bezposrednio obserwowalne, a przejscia sg probabilistyczne. Chociaz stany nie moga by¢ zgodnie
z definicja bezposrednio obserwowalne, najbardziej prawdopodobna sekwencja zbioréw dla danej
sekwencji obserwowanych wynikéw moze byé obliczona w czasie O(nT') gdzie n to liczba stanéow a
T to dlugos¢ sekwencji.

Ukryty proces Markova to taricuch Markova, gdzie kazdy stan generuje obserwacje. Widzimy tylko
obserwacje, a celem jest wywnioskowaé sekwencje stanu ukrytego.

2 Teoria

2.1 Lancuchy Markova

Def. Wektor p = (po,P1,-.., PN—1) nazywamy wektorem prawdopodobieristwa jesli sktadowe sa
nieujemne i ich suma wynosi 1.

N-1

> pi=1

i=0

Def. Macierz kwadratowa NaN A = (a;;) jest nazywana stochastyczna jesli jej wiersze tworza
wektory prawdopodobieristwa.

Def. Macierz stochastyczna A jest zwang regularng jesli wszystkie jej elementy po podniesieniu
jej do jakiejs$ potegi A™ sa dodatnie.

Def. Punkt staly q regularnej macierzy stochastycznej A jest definiowany jako:

qA =q

Tw. Niech A bedzie regularng macierza stochastyczna. Wtedy:

(i) A posiada jednoznaczny skoriczony wektor prawdopodobieristwa q a jego sktadowe sa dodat-

nie.

(ii) ciag macierzy A, A%, A3, ... poteg A zbiega do macierzy B ktorej kazdy wiersz stanowi punkt
staly q.

(iii) jezeli p jest dowolnym wektorem prawdopodobietistwa, to ciag wektoréw pA, pA2, pA?, ...
zbiega do punktu stalego q.
00,01,02,...,0T7—1

spelniaja dwie wlasnosci:
(i) Kazdy rezultat nalezy do skoriczonego zbioru rezultatow:

{QO;(]hCIZ» ~-~»(1N—1}



zwanego przestrzenia stanowa uktadu. Jezeli rezultat przy t-ej probie wynosi ¢;, méwimy, ze uktad
jest w stanie ¢; w czasie t lub w t-ym kroku.

(ii) Rezultat dowolnej proby zalezy co najwyzej od rezultatu najblizszej poprzedniej proby, nie
zalezac od poprzednich prob, z kazda para stanéw (g;, ¢;) dane jest prawdopodobietistwo a;j, ze g;
wydarzy sie zaraz po wydarzeniu g;.

Taki proces stochastyczny nazywany jest skonczonym laiicuchem Markova. Liczy a;j, zwane praw-
dopodobieiistwami przej$cia moga by¢ utozone w macierz kwadratowa NaxN:

apo ao1 AoN—1
@10 a11 1N -1
aN-10 Aa4N-11 -~ OAN—-1N-1

zwang macierza przejscia. Macierz przejscia A taricuchu Markova jest macierza stochastyczna.

2.2 Dyskretne ukryte procesy Markova (ang. HMM)

Uzywamy nastepujacej notacji:

N - licza stanéw w modelu

M - calkowita liczba réznych obserwacji symboli alfabetu. Jezeli obserwacje sa ciaglte to M jest
nieskonczone. Zakladamy, ze M jest skoriczone.

T - dlugosé sekwencji obserwacji (zestaw danych do wytrenowania) gdzie:

t =0, 1, .., T- 1. Istnieje zatem NT mozliwych sekwencji stanu. Niech (Qq == q0,q1, -, aqn-1)
bedzie skoriczonym zbiorem mozliwych stanow.

Niech (V :=vg,v1,...,vp—1) bedzie skoniczonym zbiorem mozliwych symboli obserwacji.

¢ to zmienna losowa oznaczajaca stan w czasie t (zmienna stanu)

o¢ to zmienna losowa oznaczajaca obserwacje w czasie t (zmienna wynikowa)

O = (0p, 01, ..., o7_1 to sekwencja rzeczywistych obserwacji.

Zbior prawdopodobienistw dla przejsé¢ stanu to A = (a;;) gdzie 4,j =0,1,...,N —1

aij = p(qi4+1 = jlg: = i) gdzie p jest prawdopodobieristwem stan-przejscie tzn. prawdopodobienist-
wem bycia w stanie j w czasie t+1 gdy uklad byl w stanie i w czasie t. Zakladamy, ze a;;-ty sa
niezalezne od czasu t.

Mamy wiec warunki dla a;;:

a; >0dlai,j =0,1,..,N—1

N

—

a; =1dlai, j=0,1,..,N—1
j=0

Wiec A jest macierza N x N



Przyktad. Jezeli mamy 6 stanéw macierz przejScia w rozpoznawaniu mowy moze wygladaé
nastepujaco:

03 05 02 0 0 O
04 03 03 0 O
04 02 04 O
0 07 02 01
0 0 05 05

0
0
0
0
0 0 0 0 1.0

0
0
0
0

Warunkowy rozklad prawdopodobienistwa obserwacji w ¢, o;, w danym stanie j wynosi:

bj(k) = ploy = vglge = j) gdzie j € {0,1,...,.N —1} a k € {0,1,....,M — 1} tzn. p jest praw-
dopodobieristwem zaobserwowania symbolu vy poprzez dany stan j. Niech B := {b;(k)}.

Mamy wtedy:

bj(k) >0
dlaje€{0,1,..,N—-1}ik€{0,1,M — 1} oraz:

M-1

> bi(k) =1

k=0
dlaj=0,1,.,N—1
Rozklad stanu poczatkowego m = {m;}:

i = p(qo = 1)

gdzie 1 = 0,1,..., N — 1 tj. m; jest prawdopodobienistwem bycia w stanie ¢ w ¢t = 0
Mozemy teraz jasno zdefiniowa¢ ukryty model Markova (HMM z ang. Hidden Markov Model).
HMM to lista 5 elementowa:

(Qq,V, A, B,m)

2.3 Algorytm Forward-Backward
Dany jest model A = (A, B,w). Jak mozemy policy¢é P(O|\), prawdopodobieristwo wystapienia
sekwencji obserwacji:

0= (00, 01,40y OT—l)

Metoda bezposrednia polega na znalezieniu P(O|q, \) dla sekwencji stanu skoriczonego. Wtedy
mnozymy przez P(q|A) i sumujemy przez wszystkie mozliwe sekwencje stanu. Mamy:

-1
P(Olq,\) = H P(ot|gt, \)

t=0



gdzie zatozyliSmy statystyczna niezalezno$é obserwacji. Znajdujemy wiec:

P(Olq, A) H P(otlge, A)

gdzie zatozyliémy statystyczna niezaleznosé obserwacji. Znajdujemy wiec:

P(Ola, A) = by, (00)bg, (01)-..bgr_, (01-1)

Prawdopodobieristwo sekwencji stanu q moze by¢ zapisane jako:https: //www.overleaf.com /project /5{37f5ee9ecc1b000115

P(d|\) = TgyAg0q1 grq5-+-Qar 2qr 1
Prawdopodobienistwo, ze O i q zachodza jednoczesnie, to iloczyn dwoch powyzszych wyrazen:
P(0,q|A) = P(Ola, \)P(ql|})

Prawdopodobieristwo wystapienia O (majac dany model) uzyskujemye sumujac powyzsze wyrazenie
przez wszystkie mozliwe sekwencje stanu q. Mamy wiec:

P(O[\) = ZPOlq, P(ql\)

Po rozwinieciu otrzymujemy:

P(O|/\) = Z 7T-qobflo (OO)G’(IOQI bQ1 (01)"'GQT—2QT—1bQT—1 (OT—l)

2.3.1 Problem

Sumowanie wyrazenia powyzej zawiera 27 — 1 multiplikacji a istnieje N7 réznorodnych mozliwych
sekwencji stanu. Bezposrednia metoda policzenia P(O|)\) zawieralaby wiec rzad 2T'NT multi-
plikacji. Nawet dla matych liczb, np. N = 5 i T = 100 oznaczaloby to w przyblizeniu 1072
multiplikacji.

2.3.2 Inny algorytm

Istnieje bardziej optymalny algorytm nazywany Algorytmem Naprzod-Do tytu (ang. Forward-
Backward) zdolny do rozwigzania powyzszego problemu.
Procedura naprzod wyglada nastepujaco. Rozwazmy zmienng naprzod aq(7) :

at(i) := P(0901...0, ¢t = i|\)

gdzie i = 0,1, ..., N — 1. «;(t) jest zatem prawdopodobienistwem czesciowej obserwacji sekwencji az
do czasu t i stanu ¢ w czasie t, majac dany model.Mozna pokazac, ze a:(i) moze by¢ policzone w
spos6b nastepujacy:

2.3.3 Imicjalizacja

Oéo(i) = Wibi(Oo)
gdzie 1 =0,1,...., N — 1



2.3.4 Rekurencja
Dlat=0,1,...T—2ij=0,1,..., N — 1 mamy:

N-1

ai1(j) = ( Z at(i)aij>bj(0t+1)

=0

gdzie j=0,1,..N—1it=0,1,...,T — 2

2.3.5 Prawdopodobieiistwo
Mamy:

N-1
P(O[X) = Z ar—1(i)
i=0

Faza inicjalizacji zawiera N multiplikacji. W fazie rekurencji sumowanie zawiera N multiplikacji
plus jedna na wyrazenie poza nawiasem b;(0;41).Musi to by¢ wykonane dla j =0do N —1it=0
do T — 2, co daje w sumie dla kroku drugiego (rekurencji) (N — 1)N (7T + 1) multiplikacji. Krok
trzeci (prawdopodobienstwo) nie uwzglednia multiplikacji.

Daje nam to caltkowita sume multiplikacji jako :

N+ N(N+1)(T - 1)

catoéé rzedu N2T w poréwnaniu do metody bezposredniej 2T’ N7

2.3.6 Zmienna do-tylu
W podobny sposob mozemy zdefiniowaé¢ zmienng do-tytu £;(7) jako:
Bi(i) := P(0t410¢42...07—1, ¢ = i|\)

gdzie i = 0,1,..., N — 1. To oznacza, ze §;(t) jest prawdopodobienistwem obserwacji sekwencji od
t+ 1 do T — 1 majac dany stan i w czasie ¢ przy uzyciu modelu A. Mozna pokazac, ze 3¢(i) moze
by¢ policzone w sposéb nastepujacy:

Br-1(i) =1
edzie i =0,1,...,N —1Dlat =T —2,T—1,..,1,01i=0,1,..., N — 1 mamy:
N—-1
Be(i) = a;jbj(0111)Bey1(4)
=0

N-1
P(O[N) =)~ mibi(00)Bo(i)
=0

Obie metody moga by¢ uzyte do obliczenia P(O|\) gdyz maja ten sam rzad ztozonosci przy wyko-
naniu tj. N2T



2.4 Algorytm Viterbi
2.4.1 Zagadnienie
Algorytm Viterbi’ego stuzy do policzenia optymalnej (najbardziej prawdopodobnej) sekwencji stanu
(o, q1, -+, gr—1) W ukrytym modelu Markova majac dana sekwencje obserwowanych wynikow. Pre-
cyzyjniej, musimy znalez¢ sekwencje stanu taka ze prawdopodobienstwo wystapienia sekwencji ob-
serwacji:
(007 01, ++vs OT—l)

z tej sekwencji stanu jest wieksze niz z kazdej innej sekwencji stanu. Nasz problem zatem sprowadza
sie do znalezienia q ktore zmaksymalizuje P(O, q|)).
2.4.2 Reformulacja problemu
Uzytecznym bedzie reformulacja zagadnienia w celu pokazania idei algorytmu Viterbi’ego. Rozwazmy
wyrazenie na P(O, q|\)

P(O7 q‘)‘) = P(O|q’ )\)P(q|)\) = qubqo (OQ)quql b¢h (01)"'G/QT—2QT—1bQT—1 (OT—l)

Definiujemy:

T-1
U(QO7 q1, .-+ QT—l) = (ln(ﬂ‘%bqo (00)) + Z ln(a(h—l%bih (ot))>

t=1

Z powyzszego wynika:

P(Oa q|)‘) = exp(_U(qu q1y .-y qTfl))

W wyniku tego, zagadnienie estymacji optymalnego stanu, tzn.

mamfItP(O7qu q1y -+ QT—1|>\)

staje sie identyczne z:

minqt U(q07 q1y .-y C]T—l)

Dzieki tej reformulacji problemu mozemy patrze¢ na wyrazenia typu:

- ln(a%i q; bq]‘ (Ot ))

jako koszt zwigzany z przejsciem ze stanu g; do stanu g; w czasie ?.

2.4.3 Inne spojrzenie na algorytm

Algorytm Viterbi’ego moze zostaé teraz opisany w sposob nastepujacy: Zaldézmy, ze jesteSmy w
stanie ¢ i chcielibySmy przej$é do stanu j. Mowimy, ze waga $ciezki ze stanu ¢ do stanu j wynosi:

—In(ai;b; (o))



to znaczy: ujemny logarytm prawdopodobienistwa przejscia ze stanu ¢ do stanu j i wybér symbolu
obserwowanego o; w stanie j. Tutaj o; jest obserwowanym symbolem wybranym po "odzwiedzeniu"
stanu j. To ten sam symbol, ktory pojawia sie w sekwencji obserwacji:

O = (09,01, ..., 07_1)

Kiedy stan poczatkowy jest wybrany jako stan i to odpowiednia waga wynosi:

— ln(mb, (00))
Powyzsze wyrazenie nazywamy waga poczatkows. Definiujemy wage sekwencji stanéw jako sume
wag sasiadujacych stanow. Odpowiada to wymnozeniu odpowiadajacych sobie prawdopodobienistw.
W tym momencie znalezienie optymalnej sekwencji jest kwestia znalezienia $ciezki (sekwencji stanow)
minimalnej wagi dla ktorej dana obserwacja zachodzi.

2.5 Odleglosci miedzy HMM

Jezeli chcemy poréwnaé dwa ukryte modele Markova to potrzebna bedzie miara na dystans pomiedzy
nimi. Taka miara oparta jest na odleglosci Kullblack’a-Leibler’a pomiedzy dwoma funkcjami
rozktadu prawdopodobieristwa.

Miara odleglosci Kullblacka’a-Leibler’a przedstawia sie nastepujaco: niech p;(z) oraz ps(x) beda
dwoma funkecjami rozktadu prawdopodobienstwa (albo funkcjami masy prawdopodobieristwa). Wt-
edy miara Kullblack’a-Leibler’a moze by¢ uzyta zeby znalezé jak blisko siebie sa dwa rozklady
prawdopodobieristwa.

Def. Miara odlegtosci Kullblacka’a-Leibler’a I(p1, p2) umozliwiajaca poznanie jak blisko funkcja
rozktadu prawdopodobienistwa ps(x) jest przy p1(x) w stosunku do p;(z) definiowana jest jako:

ummw:/mem{ggDm

Gdy p1(x) i p2(x) sa funkcjami masy prawdopodobienstwa wtedy:

I(p1, p2) := Zp:pl(z) In (pl(z)>

p2(x)
Miara odlegtosci Kullblacka’a-Leibler’a nie jest w ogdlnosci symetryczna:

I(p1, p2) # 1(p2, p1)

Jezeli chcieliby$my po prostu poréwnaé p; i p2 mozemy zdefiniowaé symetryczng miare odleglosci
jako:

L(pr, 2) = 5 (T(p1,p2) + I(p2 )

Poprzez uzycie miary odleglosci Kullblacka’a-Leibler’a dochodzimy do definicji miary odleglosci
pomiedzy dwoma HMM. Dla HMM, funkcja rozkltadu prawdopodobieristwa jest bardzzo skomp-
likowana, praktycznie mozna ja uzyskaé tylko poprzez uzycie rekurencyjnej procedury - algorytm
forward-backward lub upward-downward. Nie ma zwieztej formuty na odlegtos¢ K-L dla tych mod-
eli. Czesto, metoda Monte-Carlo jest wykorzystywana do wyznaczania catki powyzej.



3 Implementacja

3.1 Implementacja bladzenia losowego w Pythonie



[1]:

[2]:

random_walk

August 28, 2020

Typowym przykladem larficuchu Markova jest “bladzenie losowe”. Dany jest zbior (przestrzen
stanowa):

state_space = {0, 1, 2, 3, 4, 5}

gdzie 0 to poczatek ukladu, a 5 to koniec ukladu. Zaldézmy, ze pewna kobieta jest w dowolnym
punkcie tej przestrzenii. Wéwcezas wykonuje krok w prawo z prawdopodobienstwem p albo na lewo
z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p., chyba ze jest w poczatku ukladu gdzie wykonuje krok w prawo
do 1 albo gdy jest w punkcie 5 gdzie wykonuje krok w lewo do 4. Niech o; oznacza jej pozycje po
t krokach. To jest wlasnie przyklad tancuchu Markova z dana wyzej przestrzenia stanu.2 oznacza,
ze kobieta znajduje sie w punkcie 2. Macierz przejécia A wynosi:

import numpy as np

q =
pP=P

A = np.array([[0, 1, O, O, O, O], [g, O, p, O, O, O], [0, q, O, p, O, 01, [0,y
-0, q, 0, p, 01, [0, 0, 0, q, O, p], [0, O, O, O, 1, 011

print (A)

[[lo! I1I |Ol |Ol Io| l0|]
['q" '0' 'p' '0' '0' '0']
[l0| lql |Ol |pl Io| l0|]
(o' 'o' 'q" '0' 'p' '0']
[l0| IOI |Ol |ql Io| lp|]
[ror ror 'o' 'o' "1 '0'1]

Teraz zadajemy pytanie: Jakie jest prawdopodobieristwo, okreslone przez az(;), ze system zmienia
sie ze stanu ¢; do g; w ciagu ¢ krokéw? Niech A bedzie macierza przejScia dla procesu tancuchu

Markova. Wtedy macierz dla kroku ¢ jest réwna potedze A tj.
$AT{(t)} = A"t $
af;) to elementy macierzy A®)

Zalézmy, ze kobieta zaczyna w punkcie 2. Zeby znalezé rozklad prawdopodobietistwa po 3 krokach
przeprowadzamy nastepujace rozumowanie:

Skoro p(® = (0,0,1,0,0,0)

10



[3]: p=0.5
q=0.5

p_0 = np.array([0, O, 1, 0, 0, 0])
A = np.array([[0, 1, O, O, 0, 0], [g, O, p, O, O, 0], [0, q, O, p, O, 01, [0,
-0, g, 0, p, 01, [0, O, O, q, O, pI, [0, O, O, O, 1, O]11)
def prob_distrib(matrix, p_0, t):
i=0
while i < t:

next_distrib = p_0.dot(matrix)

p_0 = next_distrib

i+=1
return print(next_distrib)
prob_distrib(A, p_0, 3)

[o. 0.5 0. 0.375 0. 0.125]

11



3.2 Implementacja HMM C-+-+

#include <iostream>
#include <string>
#include <cmath>

using namespace std;

class Dataf

private:
double *xtransitions;
double **emissions;
double xpi transitions;

public:
Data(int , int);

double get transition (int i, int j)
{return transitions|[i][]];}

double get emission(int i, int j)
{return emissions|[i]|[j];}

double get pi transition(int i)
{return pi_ transitions|[i];}

void set transition(int i, int j, double v)

{transitions [i]|[j] = v;}

void set emission(int i, int j, double v)

{emissions [i][]j] = v;}

void set pi_ transition(int i, double v)
{pi_transitions|[i] = v;}

Je

Data:: Data(int n=0, int m=0)

{

transitions = new doublex[n+1];
for (int i=0; i<n+1; i++){
transitions [i] = new double|[n+1];

}

emissions = new doublex[n+1];
for (int i=0; i<n+1; i++){
emissions[i] = new double[m + 1];
}
pi_transitions = new double[n+1];
}
class HVMIV{
private:

int N, M, T;
string o;

12



double xx alpha table;
doublex* beta table;
doublex alpha beta table;
doublex xi divisor;
Datax current ;

Datax reestimated;

public:
HVM(int n, int m);

void error (const string s)
{cerr << "error:_" << s << ’\n’;}

void init(int sl, int s2, double value)
{current —> set transition(sl, s2, value);}

void pi_ init(int s, double value)
{current —> set pi_ transition(s, value);}

void o init(int s, const char c, double value)
{current —> set emission(s, index(c), value);}

double a(int sl, int s2)
{return current —> get transition(sl, s2);}

double b(int state, int pos)
{return current —> get emission(state, index(o[pos — 1]));}

double b(int state, int pos, string o)
{return current —> get emission(state, index(o[pos — 1]));}

double pi(int state)
{return current —> get pi transition(state);}

double alpha(const string s);

double beta(const string s);

double gamma(int t, int i);

int index(const char c);

double viterbi(const string s, int xbest sequence);
doublex* construct alpha table();

doublex* construct beta table();

doublex construct alpha beta table();

double xi(int t, int i, int j);

void reestimate pi();
void reestimate a();

void reestimate b ();

doublex construct xi_ divisor ();

void maximize(string training, string test);
void forward backward(string s);

g

HVM: :HMM(int n=0, int m=0)
{

N = n;

)

M = n;

)
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current = new Data(n, m);
reestimated = new Data(n, m);

}

double HVM: : alpha (const string s)
{
string out;
double P = 0.0;
out = s;
int T1 = out.length ();
doublex previous alpha = new double[N+1];
doublex current alpha = new double[N+1];

//Initalization

for (int i 1; i<=N; i++)
{previous alpha[i] = pi(i)*b(i, 1, out);}

//Induction

for (int t=1; t<T1l; t++){
for (int j=1; j<=N; j++){
double sum = 0.0;
for (int i=1; i<=N; i++){
sum += previous alpha[i] xa(i, j);
}

current alpha[j] = sum * b(j, t+1, out);

}

for (int c=1; c<=N; c++){
previous alpha[c] = current alpha|c];
}

}

// Termination

for(int i = 1; i<=N; i++ ){
P 4= previous alphali];
}

return P;

double HMM: : beta (const string s)

{
double P = 0.0;
o = s;
int T = o.length ();
doublex next beta = new double[N + 1];
doublex current beta = new double[N + 1];

//Initalization

for (int i=1; i<=N; i++){
next beta[i] = 1.0;
}
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//Induction

double sum;
for (int t=T—-1; t>=1; t— ){
for (int i=1; i<=N; i++){
sum = 0.0;
for (int j=1; j<=N; j++){
sum += a(i, j)*b(j, t + 1) * next beta[j];

current beta[i] = sum;
}
for (int c=1; c<=N; c++){

next beta[c| = current beta[c];
}

}

// Termination

for(int i = 1; i<=N; i++){
P 4= next beta[i|*xpi(i)*b(i, 1);
}

return P;

double HVMM: : gamma(int t, int i)

return (alpha table[t]|[i]*xbeta table[t][i])/(alpha beta table[t]);

int HMM:: index (const char c){
switch (c¢) {
case 'H’: return O0;
case 'T’: return 1;
default: error("no_legal_input_symbol!");
return O;

}

double HMM:: viterbi (const string s, int best path[])

{
double P star = 0.0;
string o = s;
int xhelp = new int;

int T = o.length ();

doublex previous delta = new double[N + 1];
doublex current delta = new double[N + 1];
int** psi = new intx*[T+1];

for (int i=0; i<=T; i++) psi[i] = new int[N+1];

// Initialization :
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for (int i=1; i<=N; i++)
{previous delta[i] = pi(i)*b(i, 1); psi[l][i] = 0;}

double tmp, max;
// Recursion

for (int t=2; t<=T; t++){
for (int j=1; j<=N; j++){
max = 0.0;
for (int i=1; i<=N; i++){
tmp= previous delta[i]xa(i, j);
if (tmp >= max) {max = tmp; psi[t][]j] = i;}

}

current delta[j] = max*b(j, t);

for (int c=1; c<=N; c++){
previous delta[c] = current delta[c];
}

}

// Termination :
for (int i =1; i<=N; i++){
if (previous delta[i] >= P_star){
P star = previous delta[i];
best path[T] = i;
}
// Extract best sequence
for (int t=T-1; t>=1; t——){
best path[t] = psi[t+1][best path[t+1]];
}

best path [T+1] = 71;
return P _star;

doublexx HVM:: construct alpha table()

{

doublex* alpha table = new doublex[T+1];
for (int i=0; i<=T+1; i++) alpha table[i] = new double[N-+1];

// Initalization

for (int i =1 ; i<=N; i++) alpha table[1][i] = pi(i)*b(i, 1);

// Induction
for (int t=1; t<T; t++){

for (int j=1; j<=N; j++){
double sum = 0.0;
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for (int i=1; i<=N; i++){
sum += alpha table[t]|[i]xa(i, j);

alpha table[t+1][j] = sumxb(j, t+1);

}

return alpha table;

doublex*x HVM:: construct beta table (){
double #xbeta table = new doublex|[T+1];
for (int i=0; i<=T+1; i++){
beta table[i| = new double[N+1];
}

// Initalization

for (int i=1; i<=N; i++){
beta table[T|[i] = 1.0;

}
double sum;
//Induction
for (int t=T-1; t>=1; t——){
for (int i=1; i<=N; i++){
sum = 0.0;
for (int j=1; j<=N; j++){
sum += a(i, j)*b(j, t+1) = beta table[t+1][j];
beta table[t]|[i] = sum;
}
//Termination
for (int i=1; i<=N; i++){
beta table[1][i] = beta table[1][i] % pi(i) * b(i, 1);
}

return beta table;
doublex HVIM:: construct alpha beta table()
doublex alpha beta table = new double[T+1];

for (int t=1;t<=T;t++){
alpha beta table[t] = 0;
for (int i=1; i<=N; i++){
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alpha beta table[t]| += (alpha table[t]|[i] * beta table[t][i]);

}
}
return alpha beta table;

}

doublex HVMM: : construct _xi_divisor ()

{

xi_divisor = new double[T+1];
double sum_j;

for (int t=1; t<T; t++){
xi_divisor[t]| = 0.0;
for (int i = 1; i<=N; i++){
sum_j = 0.0;
for (int j=1; j<=N; j++){
sum_j += (alpha table[t][i] = a(i, j) = b(j, t+1)
* beta table[t+1][j]);

xi_divisor[t]| 4= sum_j;

}

return xi divisor;

double HMM:: xi (int t, int i, int j){
return ((alpha table[t]|[i]*a(i, j)*b(j, t+1)xbeta table[t+1|[j])/
(xi_divisor[t]));

}

void HMM: : reestimate pi ()

{
for (int i=1; i<=N; i++){
reestimated —>set pi_ transition (i, gamma(l, i));
}

}
void HMM: : reestimate a ()
double sum_ xi, sum_gamma;

for (int i=1; i<=N; i++){
for (int j=1; j<=N; j++){
sum_xi = 0.0; sum_gamma = 0.0;
for (int t=1; t<T; t+-+){sum xi 4= xi(t, i, j);}
for (int t=1; t<T; t++){sum gamma += gamma(t, i);}
reestimated —>set transition(i, j, (sum_ xi / sum gamma));

void HVM:: reestimate b ()
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double sum_ gamma;
double tmp gamma;
double sum_ gamma _output;
for (int j=1; j<=N; j++){
for (int k=0; k<M; k++){
sum_gamma = 0.0; sum_gamma_output = 0.0;

for (int t=1; t<=T; t++){
tmp gamma = gamma(t, j);
if (index (o[t —1]) = k){
sum_gamma_output 4= tmp gamma;
}

sum_gamma += tmp gamma;

}

reestimated —>set emission(j, k, (sum gamma output / sum gamma));

void HVM:: forward backward(string o)
{
T = o.length ();
alpha table = construct alpha table ();
beta table = construct beta table ();
alpha beta table = construct alpha beta table();
xi_divisor = construct_xi_divisor ();
reestimate pi();
reestimate a ();
reestimate b ();

//deletion

for (int t=1; t<=T; t++){
delete [| alpha table[t];

delete [| alpha table;

for (int t=1; t<=T; t++){

delete [| beta table[t];

delete [| beta table;
delete [| alpha beta table;
delete [|] xi_ divisor;

Datax tmp_ value = current;

current = reestimated;
reestimated = tmp_ value;
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void HMM: : maximize (string o, string test)

{
double diff entropy, old cross entropy, new cross entropy;
int ¢ = 1;
int t = test.length ();
old cross entropy = —((loglO (alpha(test))/logl0(2))/t);
cout << "Reestimation:\n";
cout << "_initial_cross entropy:_." << old cross entropy << "\n";
do{
forward backward(o);
new cross entropy = —(loglO (alpha(test)) / logl0(2)) / t;
diff entropy = (old cross entropy — new cross_entropy);
old cross entropy = new cross_ entropy;
c++;
}while (diff entropy > 0.0);
cout << "_No_of_iterations:_" << ¢ << "\n";
cout << "_resulting_cross entropy:_"
<< old_cross_entropy << "\n";
}

int main(void)

{
HVM hmm (3, 2);
bmm. pi_init (1, 0.33333333);
hmm. pi_init (2, 0.33333333);
bmm. pi_init (3, 0.33333333);
hmm. init (1, 1, 0.33333333);
hmm. init (1, 2, 0.33333333);
hmm. init (1, 3, 0.33333333);
hmm. init (2, 1, 0.33333333);
hmm. init (2, 2, 0.33333333);
hmm. init (2, 3, 0.33333333);
hmm. init (3, 1, 0.33333333);
hmm. init (3, 2, 0.33333333);
hmm. init (3, 3, 0.33333333);
bmm. o _init (1,’H’ ,0.5);
hmm. o init (2,’H’ ,0.75);
bmm. o _init (3,’H’ ,0.25);
hmm. o init(1,’T’, 0.5);
bmm. o _init (2,’T’, 0.25);
hmm. o init(3,’T’, 0.75);

string training = "HITHTTTHHTTHTTTHHTTHTTTHHTTHITT" ;
string test = "HITHITHTHTTHTHTHTHTTHHTHTHTTHTHTTHHT" ;
cout << "\nInput:__" << training << "\n\n";

cout << "Probability_(forward)__:_"

<< hmm. alpha(training) << "\n";
cout << "Probability_(backward):_"
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<< hmm. beta (training) << "\n\n";
int #best path = new int[256];
cout << "Best—path—probability _:_"
<< hmm. viterbi (training , best path) << "\n\n";
cout << "Best_path:_";
for (int t=1; best path[t+1]!="1; t++){
cout << best path[t] << "," ;
cout << best path[t] << "\n\n";}
hmm. maximize (training , test);
cout << "_Probability_(forward)_:_"
<< bmm. alpha (training) << "\n";
cout << "_Best—path—probability_:_"
<< hmm. viterbi (training , best path) << "\n";
return 0;

}

4 Wyniki i podsumowanie

Widzimy, ze model uczac sie przykladowego podanego wzorca i wykorzystujac algorytmy okresla-
jace prawdpodobienistwa przejicia spetnia swoje zadanie: znajduje prawdopodobienistwo obserwacji

poprzez podanie mu modelu tj. string w inpucie programy oraz odnajduje najbardziej praw-
dopodobna sekwencje stanu poprzez podanie modelu oraz obserwacji.
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I+ Terminal

Input: HTTHTTTHHTTHTTTHHTTHTTTHHTTHTTT

Probability (forward) : 4.65661e-10
Probability (backward): 4.6 le-10

Best-path-probability : 2.1684e-19

Best path: 2,2
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Reestimation:
initial cross_entropy: 1
No of iterations: 2
resulting cross entropy: 1.013
Probability (forward) : 2.60327e-09
Best-path-probability : 2.75955e-18
Press <RETURN> to close this window...
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