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1 Stany zwigzane nielokalnych potencjatow

Zagadnienie: Czasteczka do$wiadcza wielokrotnych oddziatywan z osrodkiem
co skutkuje odczuwaniem przez czasteczke efektywnego potencjalu w r. Potenc-
jal ten zalezy od funkcji falowej w punktach r’ innych czasteczek:

V(r)(r) > / dr'V (r, ) (r) 1)

Ten rodzaj interakcji zwany jest nielokalnym i prowadzi do réwnania Schréodingera,
ktore jest réwnaniem catkowo-rézniczkowym:



1 de( ) / ’ n o
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Nalezy rozwiazaé nastepujace zagadnienie: Znalezé energi E stanéw zwiazanych
i funkcje falowe v dla réwnania catkowego (2).Przyjmujemy notacje jednostek
naturalnych gdzie h = 1.

2 Opis problemu

2.1 Roéwnanie Schrodingera w reprezentacji przestrzeni pedu

Jedna mozliwa technika rozwigzania rownania (2) polega na przejsciu do przestrzeni
pedu, wtedy rownanie staje sie rownaniem catkowym:

2 /O " dppV (k p)lp) = B (R) (3)

gdzie zastrzegamy nasze rozwigzania do [ = 0 czastkowych fal. W rownaniu
(3) V(k,p) jest podwdjna transformata Fourier’a potencjatu:

V(k,p) = kip /OC>C dr sin(kr)V (r) sin(pr) (4)

a 1 (k) jest nieunormowang funkcja falows przestrzeni pedu (amplituda praw-
dopodobieristwa dla znalezienia czastki z pedem k).

Y(k) = /OOC drkriy(r) sin(kr) (5)

Rownanie (3) jest rownaniem catkowym dla 1 (k) w przeciwienistwie do catkowej
reprezentacji ¥ (k), gdyz wtedy calka ta nie moze by¢ policzona dopdki ¥ (p) jest
znane. Pokazemy nizej, ze réwnanie to moze byé przeksztalcone w réwnanie
macierzowe rozwigzywalne przez operacje na macierzach.

2.2 Transformacja z caltki w réwnania liniowe

Aproksymujemy catke w stosunku do potencjatu jako wazona suma N punktow
catkowan dlap=k;ij=1,...,N:

oo N
/0 dppPV (k, p)o(p) = S wk2V (k, Ky k) (6)

Jj=1

Przeksztalcenie to sprawia, ze (3) staje sie rownaniem algebraicznym:

Zkaka J(k;) = E (7)



Rownanie (7) zawiera N niewiadomych ¢ (k;), pojedyncza niewiadoma F,
i niewiadoma funkcja (k). Eliminujemy z potrzeby poznania calosé funkeji
(k) poprzez restrykcje rozwigzania do tych samych wartosci k; uzytych przy
aproksymacji catki. To prowadzi do uktadu N réownan liniowych z (N + 1)
niewiadomych:

k2 2 &
2R + 2 2 wikgV o b)) = By(h)i = 1o N (8)
=

Zapisujemy nasz uktad réwnan dynamicznych jako :

[H][¢] = E[Y] (9)
albo jako macierze:
% + %V(klak’l)k%wl %V(kl,kﬁg)k‘%wg L %V(klakN)k']QV’wN
%V(k‘g,kl)k‘%wl %V(k‘g,kg)k‘%ﬂ& + 12%
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Rownanie (9) jest macierzowa reprezentacja rownania Schrodingera (3). Funkcja
falowa (k) na siatce wyrazen to wektor N x 1

¥ (k1)
¥ (k2)
Wik = | . (10)
Y(kn)
Tylko czasami i dla pewnych wartosci £/ komputer bedzie w stanie znalez¢
rozwiazania. Zeby zobaczy¢ dlaczego, przeksztalémy rownanie(9):

[H — B[y = [0] (11)

[v] = [H — EI]7'[0] (12)

Rownanie to moéowi nam: (1) Jesli odwrotnosé istnieje, mamy rozwiazanie
trywialne ¢ := 0 (2) Dla nietrywialnego rozwiazania by istnialo, zalozenie o

istnieniu odwrotnosci musi byé¢ niewlasciwe. Wiemy natomiast z teorii rownan
liniowych, ze odwrotnosé macierzy nie wystepuje przy znikaniu wyznacznika:

det[H — EI] =0 (13)

Rownanie powyzej to warunek stanu zwigzanego. Jest dodatkowym réwnaniem
potrzebnym do znalezienia unikalnych rozwigzan do problemu wartosci wlas-
nych.Niezaleznie, nie ma gwarancji na to, ze rozwiazania do (14) moga by¢



zawsze znalezione, ale jeSli s znalezione to sa poszukiwanymi wartosciami wtas-
nymi (9).

2.3 Potencjal delta-powloka(Model)

Rozwazmy lokalny potencjal delta-powloka aby mieé analityczne rozwiazanie do
poréwnania:
V() = 260 —b) (14)
r)=—4(r—
2u
Uzywamy réownania (4) aby okresli¢ reprezentacje przestrzeni pedu:

VK k) = /0 TR A s by sin(kr)dr = 2 SO sin(kb) g

Kk 2p 2 k'k

Jezeli energia jest sparametryzowana w stosunku do wektora k przez E =

%, wtedy dla tego potencjaltu jest, co najwyzej, jeden stan zwiazany i spelnia
on réwnanie ponizej:

2k
DY

Stany zwiazane wystepuja tylko dla przyciagajacych sie potencjatéw i tylko
wtedy kiedy przycigganie jest silne. Dla obecnego przypadku oznacza to, ze
musi zachodzi¢ A < 0.

e 2t 1 (16)

3 Implementacja energii zwigzanych
3.1 Algorytm w Python’ie
from numpy import x

from numpy.linalg import x
import math

minl = 0.
maxl = 200.
u= 0.5

b = 10.

def gauss(npts, a, b, x, w):
pp = 0.
m = (npts + 1) // 2
eps = 3. x e — 10
for i in range(l, m + 1):
t = cos(math.pi * (float(i) — 0.25) / (float(npts) + 0.5))



tl =1
while (abs(t — t1)) >= eps:

pl = 1.

p2 = 0.

for j in range(l, npts + 1):
p3 = p2
p2 = pl

pl = ((2 x j — 1) = t »p2— (j—1) =p3) /]
pp = npts * (t = pl — p2) / (t = t — 1)

tl =t
t = tl — pl / pp
x[1 = 1] ==t
x[npts — i] = ¢t
wli— 1] = 2. / ((1. — t % t) % pp * pp)

wlnpts — i] = w[i — 1]

for i in range(0, npts):
x[i] = x[i] * (b—=a) / 2. + (b + a) / 2.
wli] = w[i] * (b — a) / 2.

for M in range(16, 32, 8):
z = [—1024, —512, —256, —128, —64, —32, —16, —8, —4, —2]
for Imbda in z:
A = zeros ((M, M), float)
WR = zeros (M, float)
k = zeros(M, float)
w = zeros (M, float)
gauss (M, minl, maxl, k, w)
for i in range(0, M):
for j in range(0, M):

VR = Imbda/2/uxsin (k[i]*b)/k[i]*sin(k[j]*b)/k[]]
Ali, j] = 2. / math.pi * VR % k[j] * k[]j]|*w][]]
if i — j:
Ali, j] += k[i] = k[i] / 2 / u

Es, evectors = eig(A)

realev = Es.real

for j in range(0, M):

if realev[j] < 0:
print ("M_(size),_lmbda, _ReE=", M,"_" /lmbda,"_", realev[j])
break
print ("Enter_and_return_any_character_to_quit")

s = input ()



4 Nielokalne rozpraszanie potencjalu

W tym przypadku czasteczka ma wystarczajaco duzo energii na rozpraszanie.
Zagadnienie jakie nalezy rozwiazac to wyznaczenie przekroju poprzecznego rozprasza-
nia dla rozpraszania w nielokalnym potencjale.

4.1 Roéwnanie Lippmana-Schwingera

Roéwnanie catkowe dla réwnania Schrodingera zwiazane z amplituda reakcji lub
macierza R zwane jest rownaniem Lippmana-Schwingera:

*V(K',p)R(p, k)
(kg —p?)/2u

Rownanie to jest fala czastkowa [ = 0 oraz h = 1. W (17) ped ko jest
powiazany z energia E i zredukowana masa p przez:

(17)

2 oo
RO k) = V(K k) + —P/ dp®
™ Jo

k2
E=20 1
o (18)
mimeso
= — 19
H mi + Mo ( )

a poczatkowe 1 koncowe pedy srodka masy k i k' sg zmiennymi przestrzeni
pedu. Eksperymentalng obserwabla, ktora wyciaga sie z rozwiazania (17) jest
element macierzy diagonalnej R(ko, ko), ktory jest powiazany z przesunieciem
fazowym dy rozproszenia i wtedy mamy przekrdj poprzeczny:

tan d;
P

R(ko, ko) = — (20)

p = 2pko (21)
W (17) wystepuje symbol P oznaczajacy wartos¢ glowna Cauchy’ego co
pozwala uniknaé osobliwoéci przy zerze w mianowniku.
4.2 Redukcja r6wnania catkowego do réwnan macierzowych

Zapiszmy warto$é-glowna rownania (17) jako calke oznaczona:

V(K',p)R(p, k) — k§V (K, ko) R(ko, k)
(k3 —p?)/2u

Przeksztalcamy te rownanie calkowe w réwnania liniowe aproksymujac catke
jako sume¢ N punktéw caltkowan k; z wagami w;:

RO ) = V(K k) + > / - dpp2 (22)
0

™

K2V (k,k;)R(k; ko)w;
R(k ko) = V(k, ko) + 231 | = (<kgi)k5(>/2#°) ;




—212V (k, ko) R(ko, ko) Zﬁzl (kg_%w
Zauwazamy ze ostatni wyraz powyzszego réwnania implementuje kompozy-
cje wartosci gltownej i eliminuje zachowanie osobliwe poprzedniedniego wyrazu.
Rownanie zawiera (N + 1) niewiadomych R(k;, ko) dla j = 0,..., N. Zamieni-
amy je na (N + 1) rownolegltych réwnan poprzez ewaluacje ich na (N + 1)k
siatce zmiennych zawierajacej ko i punkty catkowan:

o i=1..N
ek = R T L (23)
ko, 1=0

Mamy teraz (N + 1) rownan liniowych dla (N + 1) niewiadomych R; =
R(kl, ko)l

N 2 N
2 kiVijRjw; 2 w
Ri=Vi+=) —HF———ZkVioRo ) 557  (24)
T Ry 20V 2 e
Przenosimy réwnania do postaci macierzowej poprzez wektor mianownikowy
D:
2
+2 i i=1,.,N
Di — ) ( ON i)/ ijkg o (25)
—7 -1 (Y
Teraz rownania (24) mozna zgrabnie zapisa¢ jako
R—-DVR=[1-DVIR=V (26)
gdzie R iV sa wektorami kolumnowymi dtugoséci N + 1:
Ry Vo,0
Rio Vio
w= =] (27)
RN 0 VN 0

) )

Nazywamy macierz [I — DV] w (26) macierz falowa F i zapisujemy réwnanie
catkowe jako rownanie macierzowe:

[FI[R] = [V], Fij = 05 — D;V; (28)

Gdzie R jest wektorem niewiadomym, rownanie jest w zwyklej formie AX = B.
Efektywne komputacyjne rozwiazanie uzywa eliminacji Gaussa do rozwiazania.

5 Rozwigzanie rownania Lippmann’a—Schwinger’a
metoda eliminacji Gaussa

5.1 Algorytm w Python’ie



import math

from visual.graph import =x
from src.bound import gauss
import numpy.linalg as lina

graphscatt gdisplay (x=0, y=0, xmin=0, xmax=6,ymin=0, ymax=1, width=600,
height =400, title=’S_wave_cross_section_vs_E’, xtitle="kb’,

ytitle="[_sin (delta)_]*%2")

sin2plot = gcurve(color=color.yellow)

M= 27, b= 10.0; n = 26

k zeros ((M), float ); x = zeros((M),float); w = zeros((M), float)
1

Finv = zeros ((MM),float); F = zeros ((M;M), float); D = zeros((M), float)
V = zeros((M), float); Vvec = zeros((n+1,1),float)

scale = n/2; lambd = 1.5

gauss(n, 2, 0., scale, k, w)

ko = 0.02

for m in range(1,901):
k[n] = ko
for i in range (0, n):
D[i]=2/math. pisw|[i]|xk[i]«xk[i]/(k[i]*xk[i]-koxko)
D[n] = 0.
for j in range(0,n):
D[n]=D[n|+w]j|*koxko/(k[j]*k[]]—koxko)
D[n] = D[n]x(—2./pi)
for i in range(0,n+1):
for j in range(0,n+1):
pot = —bxb x lambd x sin (bxk[i])xsin(bxk][j])/(k[i]*bxk][]j]*b)

L] potDl]
if i—j:

Fli][j] = F[i][j] + 1.
VIi] pot

for i in range(0,n+1):
Vvec[i][0]= V][i]

Finv = lina.inv(F)

R = dot (Finv, Vvec)

RN1 = R[n]|[0]

shift = atan(—RNlxko)

sin2 = (sin(shift))**2

sin2plot . plot (pos (koxb,sin2))

ko = ko + 0.2

print ( ’Done’)



6 Wynik programu

lmbda, 16 -1024 -49908.190988629794
lmbda, 16 -512 -22380.033477865014
lmbda, 16 -256 -9284.341736932616
lmbda, 16 -128 -3411.0031817533036
lmbda, 16 -64 -1075.9599198747562
lmbda, 16 -32 -319.43524496555364
lmbda, 16 -16 -99,29251195626598
lmbda, 16 -8 -30.860883828573765
lmbda, 16 -4 -9.,294986176824679
lmbda, 16 -2 -2.798532882387297
lmbda, 24 -1024 -51290.698848142
lmbda, 24 -512 -21071.0090253134
lmbda, 24 -256 -7609.784437060723
lmbda, ReE= 24 -128 -2425.1554494037678
lmbda, ReE= 24 -64 -717.9975556595776
lmbda, ReE= 24 -32 -202.00811243397402
lmbda, ReE= 24 -16 -53.92762488480991
lmbda, ReE= 24 -8 -14.041875630397607
size), lmbda, ReE= 24 -4 -4.413758333617814
(size), Llmbda, ReE= 24 -2 -1.6542753342180623
(base) jakub@Artificial777:-$ |

23
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2

2
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7 Podsumowanie 1 wnioski

Program mial za zadanie znalezienie warto$ci wtasnych réwnania Lippmanana-
Schwingera. Uzywajac kwadratury Gaussa program wylicza energie wlasne dla
zadanych warunkéw poczatkowych.



