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1 Metoda Monte Carlo

Jest to metoda stosowana do modelowania matematycznego proceséw zbyt zlo-
zonych (takich jak np. obliczanie calek, badZ lancuchéw proceséw statstycz-
nych), aby mozna bylo przewidzieé ich wynik za pomoca podejscia analitycz-
nego. Co wiecej, niezwykle istotna role w tej metodzie odgrywa wybdr przy-
padkowy (i.e. losowanie) wielkoSci, ktére charakteryzuja proces, ktéry musi byé
znany.

Metoda Monte Carlo to jedna z najczesciej uzywanych metod symulacyjnych.
Jedna z najczestszych aplikacji 6w metody jest calkowanie numeryczne.

Jej zaletami jest zdecydowanie mozliwo$¢ rozwiazywania trudnych i ztozonych
probleméw przy jednoczesnej prostej formie zastapienia rozwiazan analitycz-
nych, dzigki czemu uzytkownik ”wolny jestéd skomplikowanych teorii i wzoréw.
Wadliwos¢ metody Monte Carlo polega na otrzymanym wyniku bedacym rap-
tem przyblizeniem, ktéry zalezy od jakosci generatora liczb pseudolosowych.
Typowym przykladem zastosowania 6w metody jest modelowanie wyniku zde-
rzenia czastki o wysokiej energii z jadrem zlozonym (z zaznaczeniem, ze kazdy



akt zderzenia elementarnego modelowany jest oddzielnie poprzez losowanie liczby,
rodzaju, kata emisji, energii itp. czastek wtérnych emitowanych w wyniku ta-
kiego zderzenia). W tym celu modeluje si¢ los kazdej z czastek wtérnych. Kon-
tynuujac taka procedure, mozna otrzymacé pelny opis ,sztucznie generowanego”
procesu zlozonego. Po zebraniu dostatecznie duzej liczby takich informacji mozna
zestawi¢ ich charakterystyki z obserwowanymi wynikami doswiadczalnymi, po-
twierdzajac lub negujac stusznosé poczynionych w calej procedurze zalozen.

2 Model Isinga

Model ten jest modelem matematycznym wykorzystywanym w mechanice sta-
tystycznej do badan nad przejéciami fazowymi. Opisuje go uklad dyskretnych
zmiennych S (spinéw), ktére przyjmuja wartodci +1 badz tez -1 zlokalizowane
na kazdym wezle sieci. Energia oddzialywania pomiedzy para spindéw przyjmuje
wiec jedna z dwoch wartodci, ktéra zalezna jest od ich wzajemnej orientacji (czy
ulozone one sa zgodnie ze soba czy tez przeciwnie).

Formalnie model Isinga jest modelem ferromagnetyka na danej sieci. Wia-
domo, ze ferromagnetyk ponizej temperatury Curie wykazuje sponitaniczna ma-
gnetyzacje (zanika ona powyzej temperatury Curie). Substancja ta staje sig
wowczas paramagnetykiem.

Rysunek 1: Sie¢ 1-D spinéw N uzyta w modelu magnetyzmu Isinga. Energia
interakcji miedzy parami najblizszych sasiadéw E = + J jest pokazana dla
spinéw wyréwnanych i przeciwnych.

Jako nasz model rozwazamy N dipoli magnetycznych umocowanych na ogniwach
lancucha liniowego (Rysunek 1.). (Prostym uogélnieniem jest obstuga sieci dwu-
wymiarowych i trjwymiarowych). Poniewaz czastki sa stale, ich pozycje i pedy
nie sg zmiennymi dynamicznymi, wiec zajmujemy sie jedynie kwestia spinéw.
Zakladamy, ze czastka w miejscu ¢ ma spin si, czyli albo géra czy dot:
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Kazda konfiguracja czastek N jest opisana przez wektor stanu kwantowego

} j=1,..., 2N

Poniewaz spin kazdej czastki moze przyja¢ jedna z dwoch wartosci jest ich wiec
2N réznych mozliwych stanéw czastek N w uktadzie. Poniewaz statych czastek
nie mozna zamienia¢ to nie musimy zajmowaé sie symetria funkcji falowej.
Energia powstaje w wyniku interakcji spinéw z soba samym oraz z zewnetrznym
polem magnetycznym B. Mechanika kwantowa méwi nam, ze spin elektronu i
moment magnetyczny sa do siebie proporcjonalne, wigc zachodzi wzajemne od-
dzialywanie magnetyczne dipol-dipol, bedace odpowiednikiem interakcji spin-
spin. Zakladamy, ze kazdy dipol oddzialuje z zewnetrznym pole magnetycznym
oraz z najblizszym sasiadem poprzez potencjat:
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Stala J nazywana jest energia wymiany i jest miara sily spin—interakcja spi-
nowa. Stala g jest stosunkiem zyromagnetycznym, czyli stala proporcjonalnosci
miedzy momentem pedu czastki a momentem magnetycznym. Stala ub = ek /
(2m.c) to magneton Bohra (podstawowa miara momentéw magnetycznych).
Energia ukladu w stanie w k jest warto$cia oczekiwana sumy potencjatu V po-
nad spinami czastek:

Ea = {ox| >V
i

Pozorny paradoks w modelu Isinga pojawia sie, gdy wylaczamy zewnetrzne
pole magnetyczne, tym samym eliminujac preferowany kierunek w przestrzeni.
Oznacza to, ze Srednie namagnesowanie powinno zniknaé¢, mimo ze najnizszy
stan energii miatyby wszystkie spiny w jednej linii. Wynika to z tego, ze B
= 0 jest niestabilne. Nawet jesli wszystkie spiny sa wyréwnane nie istnieje nic
co mogloby powstrzymaé ich spontaniczne odwrécenie. Faktycznie, naturalne
materialy magnetyczne maja wiele domen skoniczonych ze wszystkimi spinami
wyrdéwnanymi, ale z domenami wskazujacymi na rézne kierunki. Niestabilnosci
w domenach zmienia kierunek (dla uproszczenia zalézmy, ze B = 0 co oznacza,
ze spiny oddzialuja ze soba). W tym momencie nalezy pamieta¢ o tym, ze nie
istnieje preferowany kierunek w przestrzeni (np. moze byé¢ konieczne przyjecie

N-1 N
n;‘.> = —J Z SiSi41 — B,I-szu‘i:‘-
i=1

i=1



wartosci bezwzglednej catkowitego spinu przy obliczaniu namagnesowania).

Réwnowaga wyrdéwnania spinéw zalezy od znaku wymiany energii J.

e Jesli J; 0 to najnizszy stan energii bedzie mial tendencje do ustawiania
sasiednich spinow.

e Jedli temperatura jest wystarczajaco niska, to stan podstawowy bedzie
ferromagnesem z ustawionymi wszystkimi spinami

e Jesli J j0 to najnizszy stan energii bedzie mial tendencje do posiadania
sasiadow z przeciwnymi spinami.

e Jesli temperatura jest dostatecznie niska, to stan podstawowy bedzie an-
tyferromagnesem ze zmiennymi spinami.

Prosty model Isinga 1-D ma swoje limity. Chociaz jest on dokladny w opisy-
waniu ukladu w rownowadze termicznej, to nie jest on dokladny w opisywaniu
podejscia do 6wnowagi termicznej.

Interesujacym aspektem materialéw magnetycznych jest istnienie tempera-
tury krytycznej, tzw. temperatury Curie, powyzej ktérej ogdlne namagneso-
wanie zasadniczo zanika. Ponizej temperatury Curie natomiast stan kwantowy
materialu ma porzadek dalekiego zasiegu wykraczajacy poza makroskopowy
wymiary; powyzej temperatury Curie istnieje tylko porzadek krétkiego zasiegu
wymiaru wykraczajacy poza atom. Mimo ze model 1-D Isinga przewiduje re-
alistyczne zaleznoéci temperaturowe dla wielkosci termodynamicznej, tomodel
jest zbyt prosty, aby wspiera¢ przemiane fazowa. W tym celu stosuje sie wiec
modele 2-D i 3-D Isinga wspierajace przejécia fazowe temperatury Curie.

3 Model Isinga w jednym wymiarze
W ukladzie jednowymiarowym mozna natozyé periodyczne warunki brzegowe S

N+1=S_1
Hamiltonian dla takiego uktadu wyglada nastgpujaco:
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Statystyczna suma stanéw:
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Mozliwe sa cztery ,warianty” M:

s =-1 s =+1
s = —1  [efd=)  g=8J
si41 = +1 =B OlT+h)

Wracajac wiec do sumy statystycznej
Z=(#) = Tr(M™) = Te(M-M.M-.... M) = (x+).
Macierz M mozna przedstawi¢ w postaci

M= UtMPU gdzie MY
gdzie M D jest macierza diagonalna, a
UUt =1
» Z = (xx) = Tr{UTMPUUTMPUUT ... MPU) = Tr(UT (MP)YYU) = (5 % +).

MD jest macierza diagonalna, jej postaé jest wiec nastepujaca:

(i 2)
0 XN/
Natomiast

. MY
MD.\f(; )
(M) 0 AN

Wyznaczenie wartosci wlasnych dla M:
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exp(—5J) exp(8J — Bh) — A
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= 25inh(28J) — A2exp(AJ) cosh(Bh) + A%,

A = exp(8J) [cnsh(,ﬁ‘h) + 4/ cosh? (8R) — 2 exp(—28.J) sinh(Z,BJ)} s

Az = exp(8J) [cnsh{,ﬁh) - \/cnsh2 (Bh) — 2exp(—24J) sinh(Q,QJ}} .
Wybierajac najwieksza wartos¢ wlasna macierzy:
AL = Ag,

otrzymujemy ze suma statystyczna jest rowna:

N N N A2 o
Z:{**t):Af + A = A0 1+(x) .

Jesli

AN
A2 < A to (—) < 1.
A
Z=x".

Faza stabilna jest okre$lona przez najwiekszg warto$¢ wlasna. Przejscie fazowe
(np. miedzy faza ferro i paramagnetyczna) zachodzi wtedy, gdy zréwnuja sie
wartosci wlasne.

Namagnesowanie w takim wypadku jest rowne:
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Czyli ostatecznie namagnesowanie:

sinh(gh)

m= .

\/cosh® (6h) ~ 2 exp(~28J) sinh(26)




4 Zastosowanie modelu

calculateE(

getM(




1 rng_default;
randTy,

for(
malkel




_free (ran

saveloFile( strin

am plik;

plik.open




tempKorela
tempSpinSum =

piny[i] * spiny[i+1];
iny[i];

spiny[@];
empSpinSum +=
tempKorelacije piny[N-17;

tempSpinSum += iny[N];

tempE = -3J tempKorelacje - H tempSpinSum;

return ( tempE

return( tempSpinSum /
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tempM += calculatel

return;

_rng_uniform_int ( rand, N
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E = newE;
kroki++;

continue;

E = newE;
kroki++;

continue;

iny [w
kroki++;

return;
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for (

Is->makeStep();

plik.close();

return @;

5 Mechanika Statystyczna

Mechanika Statystyczna - zajmuje sie réwnowaga sit i momentow sit
dziatajacych na nieruchome ciata materialne - czyli uktadami statycznie
zrownowazonymi. Statyka oprécz réwnowagi cial stalych zajmuje sie takze
réwnowaga cieczy oraz gazéw (hydrostatyka, aerostatyka). W niektérych
symulacjach, takich jak dynamika molekularna problem wystepuje, bo energia
ukladu jest ustalona. Stany takie sa opisywane za pomoca tzw. Zespolu
mikokanonicznego. Natomiast w przypadku symulacji termodynamicznych,
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ktore badamy w tym rozdziale, temperatura, objetoéé, a liczba czastek
pozostaje stala, wiec mamy co$, co nazywamy zespolem kanonicznym. Kiedy
moéwimy, ze obiekt ma temperature T, mamy na my$li atomy tego obiektu w
réwnowadze termodynamicznej w temperaturze T takiej, ze kazdy atom ma
srednig energie proporcjonalng do T. Chociaz moze to by¢ stan rownowagi,
jest to stan dynamiczny, w ktorym energia obiektu zmienia sie, gdy wymienia
on energie z otoczeniem. Rzeczywiscie, jednym z najbardziej pouczajacych
aspektéw symulacji, ktéra opracujemy, jest jej wizualizacja ciagglej i
przypadkowej wymiany energii, ktora zachodzi w stanie réwnowagi. Energia E
stanu a w zespole kanonicznym nie jest stala, ale jest rozprowadzana z
prawdopodobienistwem P(a) podane przez rozdklad Boltzmana:
,—Ea, [kaT

_ £ T — —Eo, [ksT
.P(-Erl_,-T] - E{T':I 1 E{T':I g‘.

k - stala Boltzmana,
T - temperatura, W przypadku bardzo duzej liczby czastek wtasciwosci

termodynamiczne modelu 1-D moga zostaé rozwigzane w sposéb analityczny

U= {(E}
7 ) 7 _ed/ksT _ p—JfksT (w, kT — 0,
7= — N tanh T —N ITReT o dfkaT i”

Roéwniez mozemy przedstawié¢ ciepto wtasciwe czastki i namagnesowania

y 1 dU7 (J/kgT)*
ClkpT) = =—0s = —AL2- 7 __
WBENTT T cosh?(J/ksT)

A';;T — O

M(kgT) — Nel ke ginh(B kT

I||r,-'|lf 20/ksT ginh® (B /kgT) + e~ 2//ksT
W przypadku 2-D Ising model podsiada analityczne rozwiazanie, ale nie jest

ono takie proste.

0, T=T.
M(T) =

T < T,
kT, =~ 2.269185J, z=e 2//kal
gdzie temperatura jest mierzona w jednostkach temperatury Curie Tc.
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