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1 Roéwnanie fal hiperbolicznych

Naszym rozwazaniom poddajemy sznurek o dlugoéci L zawiazany na obu kon-
cach (Rysunek 1.). Ciag ma stala gesto$¢ p na jednostke dlugodci oraz stale
napiecie T (przy czym zadne sily tarcia nie dzialaja ani na niego, ani na napie-
cie, ktore jest tak duze, ze mozemy zignorowaé ugiecie spowodowane grawitacja).
Zakladamy, ze przemieszczenie struny y(z, t) z pozycji spoczynkowej nastepuje
jedynie w kierunku pionowym i jest funkcja pozioma polozenia wzdluz ciagu z
i czasu t.



Rysunek 1: Rozciggniety sznurek o dlugosci L zawigzany na obu koncach.
Pionowe zaburzenie struny od jej polozenia réwnowagi wynosi y(z, t).

Aby otrzymad proste liniowe réwnanie ruchu zakladamy, ze przemieszczenie y(x,
t) / L oraz nachylenie 0 y / 0 x struny jest malte. Wyodrebniamy nieskonczenie
maly przekréj A x (Rysunek 2.) i zauwazamy, ze réznica w pionowych skla-
dowych naprezen na kazdym koncu struny wytwarza site przywracajaca, ktéra
przyspiesza ten odcinek sznurka w kierunku pionowym.

Rysunek 2: Element réznicowy struny pokazujacy, w jaki sposéb
przemieszczenie struny prowadzi do sity przywracajace;j.

Dzieki zastosowaniu prawa Newtona otrzymujemy réwnanie falowem, w ktérym
istnienieja dwie niezalezne zmienne (x oraz t), ktére sprawiaja, ze uzywamy tu-
taj terminu PDE (partial differential equation, i.e. réwnania rézniczkowe czast-
kowe):
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2 Rozwigzanie poprzez rozszerzenie w trybie nor-
malnym
Zakladamy, ze rozwiazanie jest iloczynem funkcji przestrzeni i czasu:

ylx,t) = X(x)T(t).
Powyzsza zaleznos¢ podstawiamy do réwnania falowego, a nastepnie dzielimy
przez y(x, t) i otrzymujemy réwnanie, ktére ma rozwiazanie tylko wtedy, gdy

istniejg rozwiazania dla dwoch uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych:
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Czestotliwos¢ katowa w i wektor falowy k sa okreslone przez wymaganie rozwia-

zan spelniajacych warunki brzegowe.
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W zwiazku z powyzszym naszym rozwiazaniem czasowym jest:
2we
wy, = nckg =n

T,(t) = C, sinw,t + D,, cosw,t,
W 6w rozwiazaniu czestotliwo$é n-tego trybu normalnego jest stata. W rzeczy-
wistosci jest to pojedyncza czestotliwo$é oscylacji definiujaca tryb normalny.

Warunek poczatkowy predkosci zerowej, 9 y / 0 t (t = 0) = 0, wymaga, aby



wartosci Cn w powyzszym dziataniu byly réwne zero. Podsumowujac wszystkie
te sktadowe rozwiagzaniem w trybie normalnym sa:

ynlx,t) = sink,xr coswpt, n=0,1,....

Poniewaz rownanie falowe jest liniowe wzgledem y, obowiazuje zasada liniowej
superpozycji a najbardziej ogdlne rozwigzanie dla fal na strunie z ustalonymi
konicami mozna zapisaé¢ jako sume trybéw normalnych:

oC
ylx, t) = Z B, sink,x coswy,t.

n=>u

3 Rozwigzanie rownania falowego

Rozwiazanie réwnania falowego przedstawia funkcje przemieszczenia u (x, t)
zdefiniowang dla wartosci x od 0 do | oraz dla t od 0 do oo , ktéra spelnia
warunki poczatkowe i brzegowe. Réwnanie falowe wynika z konwekcyjnego typu
probleméw w drganiach, mechanice fal i dynamice gazéw. To rozwiazanie nie
jest tak proste, jak rozwiazanie zwyklego réwnania rézniczkowego.

Réwnanie falowe jest najprostszym przyktadem hiperbolicznego réwnania réz-
niczkowego. Przedstawiony program do rozwiazywania réwnan falowych wyko-
rzystuje nastepujace warunki brzegowe do rozwigzania problemdw:

u(x,0) =1 (x)

ul (x, 0) = ¢ (x)

u(0,t) =y 1(t)

u(l, t)=v2(t)

dla0<t<T

Po uruchomieniu program rozwiazuje réwnanie falowe, wykonujac nastepujace

czynnosci:

e Program pyta o warto$¢ kwadratu c

e Uzytkownik musi wprowadzi¢ wartos¢ warunkéw poczatkowych i brzego-



wych, czyli u (0, t) i u (5, t). W tym przypadku u (0, t) i u (5, t) sa
odpowiednio warunkami poczatkowymi i brzegowymi. Mozna je zmieniaé¢
w zaleznosci od charakteru problemu i okre$lonych kryteriow rozwiazania.

e Po wprowadzeniu tych parametréw program wyswietla dane wyjsciowe na
ekranie.

W tym przypadku zdefiniowana funkcja to f (x) = x2 (5-x).

1][T + 1], square_of c, ut, ue;

fun(i);

+ 1] = w[i - 1][F] + u[i + 1][3] - w[i][]
u[i1[5] to: \n");

T; j++)

X; i++)
( > ulil[3D);
printf("\n");

4 Fale dla zmiennego napiecia i gestosci

Predkosé propagacji fal na strunie wyznaczyliSmy jako ¢ = T / p. Oznacza to
tyle, ze fale poruszaja sie wolniej w obszarach o duzej gestosci i szybciej w obsza-
rach o wysokim napieciu. Jesli gestosé struny zmienia sie, na przyktad ma ona
grubsze konice (aby wspieraé ciezar srodka), to ¢ nie bedzie juz stala i nasze réw-
nanie falowe bedzie musialo by¢ rozszerzone. Ponadto, jesli gestos¢ wzrosnie, to
i napiecie wzrosnie (wigksze napiecie w celu przyspieszenia wickszej masy). Jesli



dziata grawitacja, to bedziemy sie réwniez spodziewaé¢ napiecia przy koncach
sznurka (konice powinny by¢ wyzej niz §rodek, poniewaz musza podtrzymywaé
wage calego sznurka).

W celu wyprowadzenia réwnania ruchu fal ze zmienna gestoscia i napieciem,
rozwazamy raz jeszcze element struny (Rysunek 2.) uzyty do wyprowadzenia
rownania falowego. Jesli nie zalozymy, ze napiecie T jest stale to uzywamy dru-
giego prawa Newtona:
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5 Fale w sieci

Az do teraz ignorowaliémy wplyw grawitacji na ksztalt naszej struny i jej na-
piecie. Jest to o tyle dobre przyblizenie, jesli rozpatrujemy przypadek bardzo
malego ugiecie struny (czyli w sytuacji, gdy np. napiecie jest bardzo wysokie, a
struna lekka). Jedli jednak struna jest masywna (méwimy o tancuchu, albo tez
bardzo ciezkiej linie), wtedy ugiecie w $rodku spowodowane grawitacja moze
by¢ calkiem spore (Rysunek 3.), a wynikajaca z tego réznica w ksztalcie i na-
prezeniu nalezy uwzgledni¢ w rownaniu falowym. Poniewaz napiecie nie jest juz
jednolite, fale przemieszczaja sie szybciej w poblizu koncow struny, ktore sa pod
wiekszym naprezeniem, poniewaz musza utrzymac caly ten ciezar.

6 Wyprowadzenie ksztaltu tancucha

Rozwazmy ciag o jednolitej gestosci, na ktéry dziala grawitacja. Aby uniknaé
nieporozumien z uzyciem y (x) w celu opisania zaburzenia struny nazywamy
u (x) réwnowagowym ksztaltem struny (Rysunek 3.). Problemem statycznym,
ktory musimy rozwiazaé jest okreslenie ksztaltu u (x) i napiecie T (x). Wstawka
na Rysunku 3. jest diagramem swobodnego ciala $rodka struny i pokazuje, ze
ciezar W tej sekcji dlugosci tuku s jest réwnowazony sktadowa pionows napre-
zenia T. Naciag poziomy T0 jest réwnowazony przez sktadowa pozioma T:



Rysunek 3: Po lewej: jednolita struna zawieszona na konicach w polu
grawitacyjnym przybiera ksztalt liny nosnej. Po prawej: wykres sily odcinka
sieci trakcyjnej w jej najnizszym punkcie. Poniewaz konce sznurka musza
utrzymac caly ciezar struny, napiecie zmienia si¢ teraz wzdluz struny.

T(r)sinf@=W = pgs, T(x)cost =T,
= tan® = pgs/Ty.

Sposéb ten polega na zamianie powyzszego rownania na réwnanie rézniczkowe,

ktore mozemy rozwiazaé¢. Robimy to poprzez zastepienie nachylenia tg 60 % (g—g) :

du pg d*u  pg ds
— =8 = — =
der Ty dr? T, dx

Musimy jednak pamietaé, ze:

ds = vVdxr? + du?

przez co nasze rownanie wyglada w nastepujacy sposéb:
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D=1u/pg,

gdzie D jest polaczeniem stalych z wymiarem dlugodci.
Réwnanie to jest rownaniem dla sieci trakcyjnej o rozwiazaniu:

T
r) = Decosh —.
u(x) ::hl”

7 Roéwnanie Schrodingera zalezne od czasu

Poniewaz obszar uwiezienia naszej czastki ma rozmiar atomu, musimy rozwigzaé
ten problem kwantowy mechanicznie. Zaczynamy z czastka o okreslonym pedzie
i polozeniu elektronu, co oznacza, ze rozwiazaniem jest pakiet falowy, ktory nie
jest stanem wlasnym z jednorodna zaleznoscia (exp (- i w t)) od czasu. W kon-
sekwencji musimy teraz rozwiaza¢ zalezne od czasu réwnanie Schrodingera. W
tym celu musimy okresli¢ funkcje falowa dla wszystkich pdzniejszych czaséw.
Ewolucje czasowa i przestrzenna czastki kwantowej opisuje zalezne od czasu
rownanie Schrodingera 1-D.
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gdzie podstawiliémy 2m = 1. Poniewaz poczatkowa funkcja falowa jest zlozona
to rozkladamy ja na funkcje rzeczywista oraz czedci urojone (ultatwi to nasze
obliczenia):
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gdzie V (x) jest potencjalem dzialajacym na czastke.

8 Rozpraszanie pakietu fal kwantowych za po-
mocg tridiagonalnego rozwigzania do réwna-
nia Schrodingera dla 1D

ProbDens (demplx Psi[], Psiz[], nx, & PsiNorm)
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i++) PsiNorm +=

for (i
main()

dempl.

Psi CVector
Psi2 = Vector(1l, mn:

nout
£ (fname

out = fopen(fname

fprintf(out, "t

fprintf(out,

for (i 1; i
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