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1 Wprowadzenie

1.1 Cel pracy

Celem niniejszego projektu byla implementacja kodu w wybranym jezyku
programowania (Python/Cpp), na podstawie przykladowych programéw za-
mieszczonych w ksiazce ”The nonlinear workbook” (Willi-Hans Steeb, 3rd edi-
tion). Wybrany przez nas rozdzial ksiazki dotyczy! nieliniowych systeméw Ha-
miltona. Na potrzeby projektu napisaliSmy dwa programy: Hamilton Equations
of Motion (zainspirowany kodem w jezyku cpp) oraz Heiles - Poincare (opar-
ty na programie napisanym w jezyku Java). Pierwszy z nich zaimplementowa-
liSmy, podobnie jak autor ksiazki, w Cpp, natomiast w przypadku drugiego
postuzylidmy sie¢ jezykiem Python.

1.2 Wstep teoretyczny
1.2.1 Réwnania Ruchu Hamiltona

Rozwazmy klasyczny, zamkniety ukltad fizyczny z trzema stopniami swobo-
dy (na przyklad N czastek w tréjwymiarowym pudle.) Stan takiego ukladu
w pelni okredla zbiér 6N niezaleznych zmiennych rzeczywistych (gdzie: pV =
(p1,p2, 0" ), 4" = (@1, 42, .-, ¢"), odpowiednio p; i ¢; oznaczaja ped i polo-
zenie i-tej czastki.) Jedli wektor stanu XV = XV (pV, ¢") jest znany w danej
chwili czasu, woéwczas jest réwniez okreslony dla innego, dowolnego momentu
(zgodnie z Prawami Newtona.) Jesli dla powyzszego ukladu mozemy zdefinio-
waé funkcje Hamiltona H (X, t), ewolucja wartosci p; oraz ¢; w czasie wyraza
sic Ro6wnaniami Ruchu Hamiltona:

dpj _ _0H
dt N 86]]‘
dgj _ OH
dt N Gpj

Jezeli funkcja Hamiltona nie zalezy wyraznie od czasu, wowczas jest stala ruchu:

HXN)=E

gdzie E jest calkowita energia ukladu (nazywanym w tym przypadku zacho-
wawczym.) Jesli powiazemy ten uklad z przestrzenia fazowa, wéwczas wektor
stanu XV = XV (pV, ¢"V) okresla punkt w przestrzeni fazowej, a w miare upty-
wu czasu wyznacza w niej trajektorie. W przestrzeni fazowej nie moze dojsé
do przeciecia sie dwoch trajektorii; w przeciwnym wypadku nie mozna byloby
jednoznacznie okresli¢ pézniejszego ruchu trajektorii. Wobec tego:

dqi1  dq2  dqz  dgan  dpin  dpns dt
oH ~ 9H ~ ©9H ~ ©oH ' _oH ' _ _9H
Op11 Opi12 Op13 Op21 Oq11 9qns



Ten wzoér dostarcza nam 6N - 1 réwnan, zachodzacych pomiedzy wspélrzednymi
przestrzeni fazowej, ktére po rozwiazaniu dajg nam 6N - 1 calek ruchu:

f(XY) =¢;

gdzie C; jest stala. Powyzsze catki ruchu mozna podzieli¢ na dwa rodzaje: isola-
ting i nonisolating. 'Isolating integrals’ definiuja cala powierzchnie w przestrzeni
fazowej i sg szczegdlnie wazne w teorii ergodycznej, podczas gdy 'Nonisolating
integrals’ nie definiuja powierzchni i sa az tak nieistotne. Jednym z gtéwnych
probleméw ergodikoteorii jest okreslenie, ile 'Isolating integrals’ charakteryzuje
dany uklad. Przykladem takiej calki jest energia catkowita. Dla czastek N w
pudetku jest to prawdopodobnie jedyna taka calka.

Rozwazmy szczegdlny przypadek funkcji Hamiltona (H : R* — R) z dwoma
stopniami swobody:

1
H(p.q) = 5(pi +p3) + V(a1 )

Réwnania ruchu Hamiltona dane s wzorami:
= = —p;
dt 8pj
dp; ~ 0H _ 9V

i og g
gdzie j = 1, 2. Wykorzystujac model Henona-Heilesa mamy:

1 1
H(p,q) = 50} + 15+ 4i + 612 — 565

2 3
Wobec tego znajdujemy:
da _
e~ !
daz _
e~
i _ —q1 — 2q1q
L 1 192
dp2
- —q2— ¢} + 43

1.2.2 Poincare section method

Poincare section method, inaczej zwane Sufrace-of-section method ma szcze-
goblne zastosowanie w uktadach Hamiltona z dwoma stopniami swobody. W me-
todzie tej dochodzi do przechodzenia trajektorii przez powierzchnie przecinajaca
powloke energetyczna, np. (p2,g2) w punkcie ¢; = 0.



2 Materialy i Metody

2.1 Wiadomosci wstepne

Ponizsze projekty, w oparciu o opisane zjawiska, powstaly na podstawie pro-
graméw umieszczonych w ksiazce ”The nonlinear workbook” (Willi-Hans Steeb,
3rd edition). Pierwszy z nich (Hamilton Equations of Motion) zostal napisany w
jezyku Cpp, z ta jednak réznica, ze w oryginalnym programie zawartym w ksiaz-
ce blednie opisane zostaly Sciezki plikéw, co naprawiono. Drugi program (Heiles
- Poincare) zaimplementowano w jezyku Python, na podstawie zamieszczonego
w ksiazce kodu w Java. W tym celu wykorzystano biblioteke Matplotlib.

2.2 Implementacja
2.2.1 Hamilton Equations of Motion

Ponizszy kod umozliwia obliczenie pochodnych, wyprowadzonych we wstepie
teoretycznym (dq; /dt, dgo/dt, dpy/dt, dps/dt).

Implementacja:

// hamiltoneq.cpp

#include <iostream>
#include ”headers/symbolicc++2.h”
using namespace std;

int main(void)

{
Symbolic h(’7h77>7 ql(”ql’?), q2(77q277), 1)1(77p177)7 p2(77p277),
ptl, pt2, qtl, qt2;

// Hamiltonian

h = (plxpl4p2xp2+ql*xql+q2xq2)/2+ql*xql*q2—q2xq2xq2/3;
// R wnania ruchu Hamiltona

ptl = —df(h,ql); pt2 = —df(h,q2);

qtl = df(h,pl); qt2 = df(h,p2);

cout << 7dpl/dt =7 << ptl <<endl;
cout << 7dp2/dt =7 << pt2 <<endl;
cout << 7dql/dt =7 << qtl <<endl;
cout << 7dq2/dt =7 << qt2 <<endl;
return 0;



2.2.2 Heiles - Poicare

Ponizszy kod umozliwia oszacowanie powierzchni przekroju dla energii E = 1/12,
dla dwéch réznych warunkéw poczatkowych. Warunki poczatkowe maja naste-
pujaca postaé:

1
pi(t=0)=0 (3) p2(t =0) = o7 (4)
¢(t=0)=0 (5) @2(t=0)=0 (6)
1
pn(t=0)= 7 (7) @(t=0)=0 (8)

Znajdujemy dwie niezmiennicze krzywe. Program mainHHH. py jest gléwnie od-
powiedzialny za rysowanie wykresow, natomiast HenonHeiles.py oblicza opi-
sane we wstepie funkcje.

Implementacja:

mainHHH. py

from matplotlib import pyplot
from scipy import x*
from numpy import

from HenonHeiles import =

t = linspace (0, 100.0, 1000)
print (” Wielkosc kroku ” 4 str(t[1]—t[0]))

# Cztery warunki poczatkowe dla E = 1/12 w ukladzie Henona—Heilesa
init_-cons = [array ([0.0, 0.5, 0.0, 0.0]),\

array ([0. 408248 0.0, 0.0, 0.0]),\

array ([0.0, 0.408248, 0.0]),\

array ([0.0, 0 0 0.0, 0.408248])\

]

outs = list ()



for

con in init_cons:
outs.append (rungekuttad (punkt, t, con))

# Rysowanie wynikow

figl

for

= figure (1)

ii in xrange (4):

subplot (2, 2, ii+1)

plot (outs[ii][:,1],outs[ii][:,3])
ylabel ("py”)

xlabel ("y”)

title (" Pelna trajektoria”)

figl.suptitle (’Pelna trajektoria przy E = 1/12’, fontsize=20)

fig2

for

= figure (2)

ii in xrange (4):
subplot (2, 2, ii+1)

xcrossings = punktO(outs[ii][:,
yints = [.5*(outs[ii][cross, 1]
for cross in xcrossings|
pyints = [.5%(outs[ii]|[cross, 3] 4+ outs[ii][cross+1, 3])
for cross in xcrossings]

plot (yints , pyints,’.”)

ylabel ("py”)

xlabel ("y”)

title (” Poincare”)

01)
+ outs[ii][cross+1, 1])

fig2 .suptitle (’Poincare E = 1/12’, fontsize=20)

show ()



HenonHeiles.py

from matplotlib.pyplot import =*
from scipy import =
from numpy import x

# Wykorzystanie algorytmu Rungego—Kutty 4. rzedu

def rungekutta4 (yprime, time, y0):
# yprime to lista funkcji, y0 to lista wartosci dla y
# time to lista wartosci t z generowanymi wartosciami

N = len (time)

y = array ([thing x ones(N) for thing in y0]).T

for ii in xrange(N — 1):
dt = time[ii + 1] — time[ii]
kl = dt = yprime(y[ii], time[ii])
k2 = dt x yprime(y[ii] 4+ 0.5 * kl, time[ii] + 0.5 x dt)
k3 = dt * yprime(y[ii] + 0.5 = k2, time[ii] + 0.5 = dt)
k4 = dt = yprlme(y[li] + k3, time[ii + 1])
y[ii + 1] = y[ii] + (kI + 2.0 * (k2 + k3) + k4) / 6.0

return y

# warpar — wartosci par

# twar = wartosci czasu

def enrgia(warpar):
(x, v, px, py) = tuple(warpar)
return .5 % (px #x 2 4+ py *% 2) + .5 x (x k% 2 + y k% 2 + 2.
* X kk 2. x y — (2.0 / 3) %y *x 3)

def punkt(warpar,twar):
# zwraca pary (x,y) dla Henona—Heilesa Hamiltonianu
(x, v, px, py) = tuple(warpar)
return array ([px, py, —Xx — 2 * X *xy, -y — X * x +y % y]).T

def punktO(data):
# znajduje indeksy gdzie punkty przecinaja sie w zerze

p0 = list ()
for ii in xrange(len(data) — 1):
if (datalii] > 0) & (data[ii + 1] < 0):
pO. append(ll)
if (data[ii] < 0) & (data[ii + 1] > 0):
p0.append (ii)

return array (p0)



3 Wiyniki

3.1 Hamilton Equations of Motion

Otrzymane wartosci pochodnych wygladaja nastepujaco:

cd "c:\Users\straz\Documents\cpp
dpl/dt -ql-2*ql*q2
dp2/dt -g2-q17(2)+q2~(2)
dgql/dt = p1
dg2/dt p2

exited with in 9.323 seconds

3.2 Helles - Poincare

"

&& g++ hamiltoneq.cpp -o

Otrzymane wizualizacje wynikéw wygladaja nastepujaco:

Pelna trajektoria przy E=1/12
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Poincare E = 1/12

Poincare Poincare
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4 Podsumowanie

W projekcie wykonano dwa programy, oparte na kodach zrédlowych za-
mieszczonych w literaturze. Pierwszy z nich (Hamilton Equations of Motion),
napisany w jezyku Cpp, prawidlowo oblicza wartoséci pochodnych, opisanych we
wstepie teoretycznym. Drugi natomiast (Heiles - Poincare), napisany w jezyku
Python, zawiera dwa osobne programy. mainHHH.py umozliwia uzytkownikowi
otrzymanie wartosci samych funkcji, HenonHeiles.py natomiast narysowanie
trajektorii. Rowniez dzialaja one w sposob prawidlowy. Kod zostal czytelnie
opisany, aby krok po kroku mozna bylo $ledzi¢ jego dzialanie.
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