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1 Wprowadzenie

Rozwazamy dynamiczny uktad nieliniowy opisany ukladem pierwszego rze-

du Réwnania rézniczkowe zwyczajne: 24 = f(t,u,r) W tym przypadku:
te R,u € R" r € R gdzie nastepujaco widaé czas, stan n-wymiarowy oraz

parametr systemowy. Przyjmujemy wiec, ze:

f:RxR"<xR— R", (t,u,r) — f(t,u,r)

Jest to odwzorowanie klasy C'*° oraz okresowe w t w okresie 27, skad wynika:
ft+2mu,r) = (t,u,r)

Za pomoca hipotezy okresowej podanej powyzej mozemy zdefiniowaé C*
dyfeomorfizmem 7. z przestrzeni stanow R™:

T.:R* - R™ v — T.(v) = ¢(2m, v,r)

Odwzorowanie T, jest zwykle nazywane odwzorowaiem Poincare i uzywa-
ne jest do badan wtasciwosci jakosciowych uktadu dynamicznego podanego
poOwYyzZej.

Jezeli rozwiazanie u(t) = ¢(t, Py, r) jest okresowe w okresie 27, wtedy tez
punkt F jest stalym punktem od 7.

Wprowadzamy nastepnie hyperboliczny punkt staty oraz okreslamy jego kla-
syfikacje. Niech P € R™ bedzie punktem stalym 7, wtedy okolica P, od-
wzorowania 7T, moze by¢ aproksymowana pzez jego pochodna DT, (P). Jest
to mozliwe jezeli punktem staltym jest punkt hiuperboliczny. P nazywamy
hiperbolicznym puntkem stalym T, jezeli DT, (P) jest hyperboliczne.

Przyktady statych punktéw hiperbolicznych:

(i) PD-typ jezeli dimE" jest parzysty oraz detL" > 0
(ii) ND-typ jezeli dimE™ jest nieparzysty oraz detL" > 0
(iii) PI-typ jezeli dimE"™ jest parzysty oraz detL" < 0
(iv) NI-typ jezeli dimE™ jest nieparzysty oraz detL" < 0.



2 Sterowane systemy anharmoniczne

2.1 Portret fazowy

Oceniamy portret fazowy dla parametrow. Dla tych wartosci parametrow
przypuszcza sie, ze system wykazuje zachowanie chaotycznie. Stosujemy tech-
nike Runge-Kutty do catkowania rownania rézniczkowego.

Rozwazamy system anharmoniczny
Lo qd 4 bu 4 cu = ky + ko cos(Qt)
Niech uy := u, up := %, uz(t) = M
Wtedy mozna zapisaé¢ rownanie jako uktad pierwszego rzedu
dd% = Uy, % = —auy — buy — cud + ki + ko cos(us), dd% =0
W programie poshugujemy sie wartosciami:
a=1,b =-10, ¢c = 100, ky = 0, ks = 1.2 Q = 3.5 i znajdujemy portret

fazowy (uq(t), us(t)) za pomoca szeregu Liego

2.2 Przekrdoj Poincare

Sterowany system anharmoniczny jest nadawany przez system

dd% = Uy, % = —auy — buy — cu’ + ki + ky cos(Qt)

a, b, ¢, ki, kg 7 €2 sy parametrami bifurkacji. Ten system jest niezmienny
pod transformacja

t—t+2mn/Q,

W ten sposob mozemy wprowadzi¢ dyfeomorfizm na plaszczyznie (uq, uz),
co moze stuzy¢ do liczbowego rozstrzygania czy istnieje chaotyczne zachowa-
nie.

Zaktadamy, ze (t,u1(0),u2(0)) — ui(t,u1(0),uz(0))

(t,u1(0),u2(0)) — uz(t,ui(0),us(0)) jest rozwiazaniem napedzanego ukta-
du anharmonicznego, zaczynajac od punktu (u;(0),u2(0)) = po

kiedy t=0 (uy(27/Q2), ua(27/Q)) = p1

W ten sposob zdefiniowaliémy dyfeomorfizm T, : R? — R%, py — p
gdzie r jest parametrem bifurkacji.



2.3 Wyktadnik Liapunowa

Rozwazmy napedzane Rownanie van der Pola. Aby znalezé najwyzszy jed-
nowymiarowy wyktadnik Liapunova obliczamy system wariacyjny.

Sterowany system anharmoniczny jest podany przez
dd% = Uy, % = —aug —buy —cu’ + ki + ko cos(Qt) a>o Réwnanie mozna
zapisa¢ jako uktad autonomiczny dd% = Uy % = —aug — bu; — cu‘i’ + ki +
ke cos(uz) 24 = ()

uz(t = 0) = 0. Réwnanie wariacyjne

Z—Z = (D, f)v jest dany przez dd% = uy M = _quy — buy — 3cudv, —
ksin(us)us 48 =

Bez utraty ogélnosci mozemy ustawic us(t) = 0. Wtedy system wariacyj-
ny upraszcza sie do % = Uy % = —auy — bu; — 3cu‘;’vl

Jednowymiarowy wykladnik Liapunowa wynika z A := limg_,o 7 In ||o(T)|
[|o(T)|] = |v1(T)|+ |v2(T)| W programie obliczamy jednowymiarowy wyktad-
nik A\ Liapunowa dla parametrow

k=12, a=1.0,b=-10.0, c = 100.0, Q = 3.5.

Stosujemy technike szeregu Lie. Znajdujemy dla jednowymiarowego wy-

ktadnika Liapunowa A =~ 0, 34.

2.4 Funkcja autokorelacji

Sterowany system anharmoniczny jest podany przez % + a% +bu + cud =
k cos(2t)

Niech uy := u, ug := fl—lt‘. Wtedy system mozna zapisa¢ jako

du 2 — —quy — buy — cul + kcos(Qt) Sredni czas u(t) jest
okreslana jako (u) = limy_,o £ fOT u(t)dt. Funkcja autokorelacji u(t) jest
Moo 7 o w(t)—(u(t))) (ult+r) = (u(t+r))dt

Hm7 o0 & [ u(t)—(u(t)))2dt

autokorelacji mierzy korelacje miedzy kolejnymi sygnatami. Pozostaje stata

lub oscyluje dla normalnego ruchu i szybko zanika. Jesli sygnaly staja sie
nieskorelowane w chaotycznym rezimie, pierwszy generujemy szereg czasowy
z catkowania rownania rozniczkowego. Szeregi czasowe stuzy do obliczania
funkcji autokorelacji.

U2,

zdefiniowana przez Cy,(7) := Funkcja



2.5 Gestos¢é widmowa mocy

Funkcja autokorelacji rzeczywistego sygnalu skalarnego u(t) okreélona jest
wzorem: Ry, (7) = Elu(t+r)u(t)] Elu(t+r)u(®)] == [T [7 pusr)um (€, y)zydedy
Put+r)u(t) (T, y)rydrdy reprezentuje taczng funkCJQ gqstosm prawdopodoblen—
stwa u(t + 7)1 u(t). Jezeli u(t) jest ergodyczne to funkcja autokorelacji u(t)
moze by¢ rowna Ry, (7) = limy_o 7 f u(t + 7)u(t)dt.

Gestos¢ widmowa mocy Sy, (w) jest rowna:

Suu(w) == [72 Ryu(T)e™7dr
Co prowadzi do:
Sun(w) = limg oo E(55] [1 u(t)e ™ dt|?)

Gestos¢ widmowa mocy moze wskazywaé, czy dynamiczny system jest
okresowy lub quasi-periodyczny. Widmowa gestos¢ mocy uktadu okresowego
o czestotliwosci w ma funkcje delta przy w i jest to harmoniczne. A uktad qu-
asiperiodyczny o czestotliwosciach podstawowych wy, ..., wg)ma na nich funk-
cje delta pozycji, a takze we wszystkich kombinacjach liniowych ze wspot-
czynnikami catkowitymi.



3 Wahadlo napedzane parametrycznie i zewnetrznie

Wahadto napedzane parametrycznie i zewnetrznie ma postac:

d*u du

‘dt—z o GE + (1 + ko COS(Qgt)) sinu = kl COS(Q;t).

Gdzie za dane przyjmujemy wartos¢:

uy (t) := u(t), us(t) := -d‘-;%, ug(t) := t, uy(t) := Qpt

Zatem rownanie rézniczkowe drugiego rzedu mozna zapisa¢ jako autonomicz-
ny uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu

s J

at

dug .

— ==t - (1 + kpcosuy) sinuy + ky cosuz

dus _

at
du,l _

at

gdzie: ug(t =0) =0

’Uq(f = 0) = 0.



4 Kod w Pythonie dla danych przypadkow

4.1 Wahadlo o napedzie parametrycznym




4.2 Przekréj Ponicare




+= c[KI*flklIl]




4.4 Wahadlo napedzane zewnetrznie i parametrycznie

or

hfle

hf[1] = h 1] - (1.0 + ka2* .cos(omega2+*t) )* .sin{uf[0])
+ k1* - (omegal*t))

(m)|]

i1 *
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(2000) :

ps, h, t. N)

(58008) :
-app (150*u[@] + 25
y.append( (158*u[1] + 2
t +=h
map(u, steps, h, t, N)
( (150.0+*ul0]
(150.0*uf1] + :
%, ny, color="r")

5 Bibliografia

Literatura

[1] Willi-Hans Steeb, in collaboration with Yorick Hardy and Ruedi Stoop

11



