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1 Punkty state i stabilnos¢

Zakladamy, ze dynamiczne zachowanie ukladu jest modelowane przez krzywe rozwiazania réwnan rézniczkowych (lub
uktadu dynamicznego), gdzie U jest otwartym podzbiorem R™:

du

— = U R"

Zalézmy, ze f jest réwne C!. Punkt u* € U jest nazywany punktem stalym (punktem réwnowagi lub punktem
stacjonarnym) systemu dynamicznego, jezeli:

fw?) =0

Ze wzgledu na wyjatkowos$¢ rozwiazania zadna inna krzywa rozwiazania nie moze przej$¢ przez u.

Niech ®; : U — R"™ bedzie przeptywem zwiazanym z ukladem dynamicznym. Zbiér U C R"™ jest zbiorem
otwartym, a dla kazdego u € U odwzorowanie t — ®(t,u) = P;(u) jest rozwiazaniem przechodzacym przez u, gdy
t=0; jest okreslony dla t w pewnym przedziale otwartym. Jezeli u* jest punktem staly, to:

Dy(u*) =u’

dla wszystkich t € R. u* nazywamy takze punktem osobliwym pola wektorowego f. Zakladajac, ze f jest liniowe,
zapisujemy f(u)=Au, gdzie A jest liniowym operatorem na R"™. Wtedy poczatek 0 € R" jest punktem stalym. Gdy
A < 0 jest wieksza od rzeczywistych czesci wartodci wlasnych A, rozwiazania ®;(u) zblizaja sie do 0 wykladniczo dla
pewnych C > 0.

|, (u)] < CeM

Teraz zatézmy, ze t jest wektorem pola C! z punktem stalym 0 € R™. Zakladamy, ze pochodna Df(0) = A z f w 0 jest
liniowym polem wektorowym, ktére zbliza sie do f w poblizu 0. Jesli wszystkie wartosci wlasne Df(0) maja ujemne
czedci rzeczywiste, 0 nazywamy ujéciem.

zrédto siodlo . ujscie siodfo;wezel
Rysunek 1: Rodzaje punktéw stalych.

Ogdlnie méwiace, punkt staly u* jest ujsciem, jesli wszystkie wartosci wlasne Df(u*) maja ujemne czesci rzeczywi-
ste. Méwimy réwniez, ze przeplyw liniowy e jest skréceniem. Mozna wykazaé, ze 0 jest ujciem, wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda trajektoria dazy do 0 gdy t — oo. Nazywamy to stabilno$cia asymptotyczna. Wynika z tego, ze trajektorie
zblizajg sie wykladniczo do ujécia. Nieliniowe ujécie u* zachowuje si¢ lokalnie jak ujscie liniowe: pobliskie rozwigzania
zblizaja sie do u* wykladniczo.

Jako przyklad rozwazmy stabilno$¢ punktéw statych modelu Lorenza. Model Lorenza otrzymuje si¢ jako przyblize-
nie do réwnan rézniczkowych czastkowych opisujacych konwekcje w podgrzanej warstwie plynu (problem Bernarda).
Model Lorenza podaje:

dU1
o)
dUQ
E = —U1U3 + ru] — ug
dU3
W =Uuiug — bug

gdzie o, r i b sa dodatnimi stalymi.
Punkty stale sa wyznaczane przez uklad réwnan algebraicznych:

uy—uy =0
* % * *
—ujus +71u] — Uy =0

* ok *
ujus —buz =0



Zakladamy, ze u] = u5 = uj = 0 jest punktem stalym dla wszystkich o, r i b. Ten staty punkt wychodzi dla wszystkich
warto$ci parametréw o, v i b. Jedli r < 1 ten staly punkt jest przyciagany (ujscie). Jedli r staje sie wieksze niz 1, ten
staly punkt traci swdj przyciagajacy charakter (jedna warto$¢ wlasna staje sie dodatnia) i pojawiaja sie dwa nowe
state punkty.

Dla r > 1 znajdujemy punkty stale:

ul = uy = ++/b(r — 1), uy=r—1

Nasz program znajduje rownanie charakterystyczne dla wartosci wtasnych z rownan wariacyjnych i wyznacza stabilnosé
punktu statego (0,0,0). Wartosci parametréw to r=40, =16 i b=4. Dla r > 1 poczatek (0,0,0) staje sie niestabilny,
tzn. jedna z trzech wartosci wlasnych staje sie dodatnia (podczas gdy pozostale dwie pozostaja ujemne).

[&=] dynamicFunc.py £

1 def matFun{r, x):

2 #definiujemy funkcie matemtyczng
dla ktore]j bedziemy liczyli
bifurkacije
#F fix) = rx=(l - =)
retorn r * = * (1 - =)

N

Rysunek 2: Program ”dynamicFunc.py”
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Rysunek 3: Wizualizacja zachowania funkcji dynamicznej.



HiorenzODE py £ |

1 import numpy as np

2 from scipy.integrate import solve ivp

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import matplotlib as mpl

7 from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D

€

7 [Hdef lorenzDeriv(t, xyz):

8 #parametry zalezne od czasu

9 beta, rho, sigma, t0, y0 = lorenzParameters()
10 #inicjacja pustej macierzy z zerowymi parametrami
11 dxdt = np.zeros(3)

12 #model lorenza

13 dxdt[0] = sigma * ({ xyz[l] - =xyz[0] )

14 dxdt[1] = xyz[0] ¥ { rho - xyz[2] )} - xyz[l]
15 dxdc[2] = xyz[0] * xyz[l] - beta * xyz[2]

16

17 -~ return dxdc

19 [Hdef lorenzPlot():

20 #wywolywanie funkcji rysujacej wykresy

21 t, X, ¥, Z = lorenzSolveIvp()

22 lorenz2dPlot (t, X, ¥, Z)

23 lorenz3dPlot (t, x, ¥, Z)

24 - return

25

26 [Hdef lorenzSolvelIvp ( ):

T isolve_ivp funkcja rozwiazuje problem wartosci poczatkowych
8 beta, rho, sigma, t0, xyz0 = lorenzParameters()

29 #tspan to wektor, ktory pobiera poczatkowa i koncowa wWartosc parametru.
30 #i liczy po nim wszystkie mozliwe pochodne y' = £(t,y)
31 tspan = np.array([t0, 30.0])

32 sol = solve_ivp(lorenzDeriv, tspan, xyz0)

33

34 t = sol.t

35 x = sol.y[0,:]

36 ¥ = sol.y[1,:]

37 z = sol.y[2,:]

38

39 - retormn t, %, V¥V, Z

40

41 [Hdef lorenz2dPlot (t, x, ¥, Z)}:

42

43 plt.plot (t, x, linewidth = 2, color = 'b'})

44 plt.plot (t, ¥, linewidth = 1, color = "r'})

45 plt.plot (t, z, linewidth = 2, color =

46 plt.grid (True)

47 plt.xlabel ('Time'})

8 plt.ylabel ("x(t),

a9 plt.title ('L

50 plt.savefig('Plot2dLorenz.pn
51 plt.show()

52

53

54 - return

55

56 [Hdef lorenz3dPlot ( t, X, ¥, Z }:
57 fig = plc.figure()

8 ax = fig.gca(projection = '34')
59 ax.plot (x, ¥, z, linewidth = 1, color = 'b'})
&0 ax.grid (True)

€1 ax.set_xlabel ('=(t)')

€2 ax.set_ylabel ('v(t)"')

€3 ax.set_zlabel ('z(t)}')

€4 ax.set_title ('L

€5 plt.savefig ('Fl

(13 plt.show ()

67 plt.clf ()

8

69 - return

T0

71 [Hdef lorenzParameters():

72 beta

73 rho

T4 sigma

T

T6 td =

T7 y0 = np.array([8.0, 1.0, 1.0])
g

79 - retorn beta, rho, sigma, t0, y0

81 %i £ ( name = 2
lorenzPlot ()

Rysunek 4: Program ”lorenzODE”
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Lorenz model 2D
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Rysunek 5: Wynik dziatania programu ”Lorenz model 2D” - kolorem czerwonym zaznaczono wspoélrzedne Z,

niebieskim-Y, a zielonym-X.

Lorenz model 3D
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Rysunek 6: Wynik dzialania programu ” Lorenz model 3D”



2 Wyktadniki Liapunova

Wyktadniki Liapunova zapewniaja sensowny sposéb scharakteryzowania asymptotycznego zachowania nieliniowego
uktadu dynamicznego, w ktérym f jest w sposéb ciagly rézniczkowalne.

du

— = f(u), u(0) = uyp, u€R

dt
Stanowia one uogélnienie analizy statecznosci liniowej punktéw stalych. W przypadku ergodycznych uktadéw dyna-
micznych wyktadniki Liapunova sa takie same dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych ug w odniesieniu do
dowolnej miary niezmiennego przeplywu. Oznacza to, ze ich wartosci nie zaleza od okreslonej trajektorii. Dla danej
trajektorii rozwiazania u(t) bierze si¢ pod uwage liniowe réwnanie wariacyjne, w ktérym A(t) = % jest jakobianem
w u(t), a 'Y jest macierza n x n zalezna od czasu.:

dy

O =DiWY = AQY, Y(0)=1

Woéwezas dla n podstawowej macierzy rozwiazan Y(t) symetryczna dodatnia macierz:

A= lim Ay (f) = lim YT)Y (1)

— 00

T

jest dobrze zdefiniowana, a * oznacza transpozycje.

Jako przyklad rozwazamy model Lorenza, aby znalezé¢ najwiekszy jednowymiarowy wykladnik Liapunova. Rowna-

nie wariacyjne modelu Lorenza
dU1

- = o(ug — uq)

dus

i = —uU1u3 + ru; — Uz
dU3
E = Ui1Ug — bU3

jest dane przez
dUl
P o(vg — 1)
% = (—ug + r)vy —vo — U3
% = U9¥7 + UV — bus

Najwiekszy jednowymiarowy wyktadnik Liapunova wyraza si¢ wzorem:

A1 (0, u5(0), u3(0), v1 (0), v2(0), v5(0)) = _lim %lnHv(T)H

T—00
gdzie ||.]| oznacza dowolng norme w R3. Wybieramy norme:
[ol] = Jvr] + [v2] + |vs]

W programie obliczamy wykladnik Liapunova dla wartosci parametréow r=40, 0=16, b-4. Przypuszcza sie, ze me-
toda daje maksymalny jednowymiarowy wykladnik Liapunova. Dokladnosé jednowymiarowego wykltadnika Liapunova
mozna poprawié¢, gdy stany nieustalone ulegna rozpadowi.



=] yapunov py B3

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from dynamicFunc import matFun

(LI

[T

= n = 10000
& r = np.linspace{2.5, 4.0, n)
7 iterations = 1000
g X = le-5 * np.ones(n)
] lyapunov = np.zeros(n)
11 for i in range(iterations):
12 X = matFun(r, x)
13 lyapunov 4= np.log(abs(r — 2 * r % =x})
15 plt.plot(r[lyvapuncv < 0], lvapunov[lvapunov < O] f iterations, '.k', alpha=.5, ms=.3)
1& plt.plot(r[lyapunov »>= 0],lyapunov[lyvapunov »>= 0] f iteratioms, '.r', alpha=.5, ms=.3)
17 plt.x1lim(2.5, 4)
14 plt.ylim(-2, 1)
19 plt.title{"Expons
20 plt.savefig{("PlotLval
21 plt.show ()
Rysunek 7: Program ”Exponenta Lyapunova”
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Rysunek 8: Wynik dzialania programu ”Exponenta Lyapunova”



3 Rozwidlenie Hopfa

Rozwidlenie Hopfa odgrywa kluczowa role w badaniu nieliniowych uktadéw dynamicznych.

Twierdzenie

Niech U bedzie otwarta spjng dziedzina w R™ ¢ > 0 i niech f bedzie rzeczywista funkcja analityczna zdefiniowana na
U x [—¢,c|. Rozwazmy autonomiczny uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu:

d
d—?:f(u,r), gdzie weU, |rl<c

Zal6zmy, ze istnieje analityczna, rzeczywista funkcja wektorowa g zdefiniowana na [-c,c] taka, ze:

flg(r),r) =0

Zatem mozna rozwinaé f(u,r) o g(r) w postaci, w ktérej L, jest n X n macierza rzeczywista, ktora zalezy tylko od r, a
f*(u*,r) jest nieliniowa czescia f. Zalézmy, ze istnieja dokladnie dwie zespolone sprzezone wartosci wlasne «(r), a(r)

L, o wlasciwosciach:
d
R(0(0) =0 i R (0)#0 (=)
Wtedy istnieje rozwigzanie okresowe P(t, €) o okresie T(€) z r = r(€), takie, ze r(0) = 0, P(t,0) = ¢g(0) i P(t,€) #
g(r(€)) dla wszystkich wystarczajaco malych €# 0 i

2
7O = Sag)

Te "male” okresowe rozwiazania istnieja doktadnie w jednym z trzech przypadkéw: albo tylko dla r > 0, albo tylko
dla r < 0, albo tylko dla r = 0.

[ bifurcation Diag py E3

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
from dynamicFunc import matFun

n = 100U

r = np.linspace(2.5, 4.0, n)

1

iterations = 1000
8 last = 100
X = le-5 * np.ones{n)
10 lyapunov = np.zZeros (n)

11 for i in range (iterations):

[T'4]

12 ®x = matFun(r, x)

1 lyapunov += np.log{abs(r - 2 * © * =x})
14 if 1 >= (iteratiomns - last):

15 plt.ploti{r, x, '",g", alpha=.23)

16 plt.xlim({2.5, 4)

17 plt.title("Bifurcation™)

18 plt.savefig("FPlotEBifurcation.png™)

19 plt.show ()

Rysunek 9: Program ”Bifurcation”.



Bifurcation

Rysunek 10: Wynik dzialania programu ”Bifurcation”.

4 Podsumowanie

Model Lorenza, ktéry pierwotnie zostal uzyty przez tworce do przewidywaniu pogody, znalazt réwniez wiele innych za-
stosowan. Poniewaz uktad jest bardzo wrazliwy na dane wej$ciowe i juz niewielka niedoktadnosé wprowadzonych danych
ma ogromny wplyw na wynik koncowy, méwi sie o tak zwanym efekcie motyla. Podobnie dzieje sie w oscylacyjnych re-
akcjach chemicznych cial oddzialujacych grawitacyjnie. Wykladnik Lapunowa okresla chaotycznosé uktadu, natomiast
bifurkacja Hopfa ukazuje jak uklad dochodzi do zachowania chaotycznego. Nasza praca pokazuje, ze przewidywanie
chaosu jest niemal niemozliwe. Mozemy jedynie tworzy¢ modele o duzej dokladnosci na poczatku modelowania, jednak
w krétkim czasie uklad zaczyna zachowywaé sie w sposéb nieprzewidywalny.
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