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Uktady autonomiczne na
plaszczyznie



Klasyfikacja punktow stalych

W pierwszej czeéci naszego projektu omdéwimy autonomiczne uklady réwnan rézniczkowych zwyczajnych w

plaszczyznie:

d: d
%:f-_(ul,rnz), % = faluy, ug)

gdzie Ji:f2 € C% Punkty state {u*, u}}, sa podane jako rozwigzanie réwnania:
filul,ud) =0, foluf,u3) =0.

Dla przyktadu uktad:

du dus
El = Ug, Ty = —uy + pfl — “3]”2: neR

ma tylko jeden punkt staly {u},u3} = (0,0). Ukltad:

dg .
= w1 — i —ud), d_; = w1l -] —uj)

daty
dt

ma dwa punkty stale - kolektor (okrag) T=uf? =" =0 § bunkt {ui,us} = (0,0). Réwnanie zlinearyzowane (zwane
takze réwnaniem wariacyjnym) jest dane przez:

dv_0fi(u(t) . 0fi(u(t)

dt Auy Az
% _ afi’;:(t)) o+ 5f265;12(ﬂ}w .

Jedli zalozymy, ze jedynym punktem stalym jest poczatek (0,0), to réwnanie zlinearyzowane uprosci sie do:

dwy dig
i avy + bug, T = cvy + dip
gdzie:
_9h _Oh _09f _0f
= By (0,0), b= Pus (0,0), ci= E(O’D), d:= ﬁw‘ﬂ)'

Oczekujemy, ze rozwiazania tego réwnania beda geometrycznie podobne do rozwiazan pierwotnego uktadu w
poblizu punktu (0,0), co w wiekszosci przypadkéw zostanie spelnione. Nietrywialne rozwiazania istnieja wtedy 1

tylko wtedy, gdy:

7 tego wynika, ze:

M—(e+d)A+ (ad—bec) =0

co nazywa sie réwnaniem charakterystycznym. Gdy ma ono dwa rézne pierwiastki, 1 2 generowane sa dwie
liniowo niezalezne rodziny rozwiazan. Definiujemy:



p:=a+d, g:=ad = be.

Roéwnanie charakterystyczne przyjmuje postacé:

Meph+g=0

Niech & = p* +dg bedzie dyskryminatorem. Nastepnie pierwiastki

1 1
z\1=§(P+f—\-m)s *2=§[P—f5”2)-

W ponizszej tabeli wymieniono mozliwe przypadki.

'A]I

Az sa dane przez:

(i) AL A real, unequal, same sign A>=0,g>0 Node

(it) M =M {real) b # 0,c5# 0 A=0,p#0 Inflected Node
(i) A, Ag complex, non-zero real part A <0,p#0 Spiral

iv) M #£0A=0 g=10 Parallel Lines
{v] Ay Ae real, different sign g<(0 Saddle Point
{vi) A e pure imaginary g>0,p=0 Centre

Klasyfikujac punkty stale przyjeliSmy za pewnik nieudowodnione zalozenie, ze $ciezki fazowe réwnania pier-
wotnego i zlinearyzowanego maja ten sam charakter w poblizu punktu stalego. Dotyczy to ogdlnie spiral, wezléw i
punktoéw siodtowych, ale nie srodka. Na przyklad przyblizenie liniowe moze przewidzie¢ érodek, w ktérym pierwotne

roéwnanie miato spirale. Odwrotnie, uklad réwnan rézniczkowych:

i1 _ dup _ ot
dt ’ dt !

ma Srodek na poczatku, ale zlinearyzowany uktad réwnan:

du du
d; = Uy, & =)

juz nie ma.

Orbita homokliniczna

Uktady anharmoniczne z orbita homokliniczng odgrywaja szczegdlna role w badaniu uktadow chaotycznych.
Orbity te daza do tego samego statego punktu zaréwno dla t— o<l jak i ¢ - —.. Jako przyklad rozwazymy uktad

anharmoniczny

du u o,
F—E'l'u +u =0

Whprowadzajac ¥ =% § "= due/dt

duy duy; 5

F 2 TR

Trzy stale punkty tego uktadu sg podane przez:

3

= = ;.

otrzymujemy uklad autonomiczny w plaszczyznie:



(u, u3) = (0,0), (uf,u3)=(=(V3+1)/2,0), (u},55)=((V3-1)/2,0).

Pétptaszezyzna 1 > 0 zawiera unikalng homokliniczng orbite [(f) = (0. () dang przez:

Q’etfu"a

ﬂ(ﬂ = bﬂ(ﬂ = m

Punkt staly (0,0) jest hiperbolicznym punktem stalym, a pozostale dwa punkty stale sa eliptyczne. Dla (0,0)
wartosci wlasne macierzy funkcjonalnej sg rzeczywiste, a dla dwéch pozostalych punktéow statych wartoéci wlasne
sq czysto urojone.

W programie Homoclinic.py obliczono orbite homokliniczng podanego powyzej réwnania rézniczkowego.

count
ull =
u22 =
ml_tab
nl_tab =
m2_tab =

ul * (0.5 - ul - ul * ul
ull = ul + £t *# u2 + t * t % / 2.0
u22 = u2 + t * (ul / 2.0 — ul * ul — ul * ul * ul) + \
t*t % u2 C * Ul - 3.0 % ul * ul) / 2.0
ml = math.floor(150 * ul + 400)
ml_tab.append(m1)
nl = math.floor(15@ * u2 + 220)

x ull + 400)

n2_tab.append(
count += t

.plot(ml_tab, nl_tab)
(m2_tab, n2_tab)
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Wahadlo

Roéwnanie dla wahadla jest wyrazone przez:

du . g
i + wsin(u) =0, whi= T

gdzie L jest dlugo$cia wahadla, g jest przyspieszeniem ziemskim, a u jest katowym przemieszczeniem wahadla
z jego polozenia réwnowagi. Wprowadzajac wielkodei u(tt)) = u(t), €t} = wt mogemy zapisaé¢ réwnanie wahadla w
postaci bezwymiarowej:

% +sinfit) = 0.

W dalszej czeSci pomijamy tylde. Zakladajac, ze uy = u, oraz up = du/dt = duy/dt otrzymujemy uklad
autonomiczny pierwszego rzedu:

duy g

E = g, E = —sin(u]] .

W ten sposéb otrzymujemy punkty state (n7,0), n € Z. R gwnanie wariacyjne jest dane przez:

dy, dvy (ur)v
T o = coslun)ur.

Wstawiajac punkty stale do powyzszych réwnan dostajemy:

dﬂ_v dvy [ —v ifn even
dt " dt | v ifnodd

W pierwszym przypadku wartosci wlasne to ¢, —i, tak wiec mamy $rodek. W drugim przypadku wartosci wtasne
to 1, -1. W ten sposéb mamy niestabilny wezel.
W programie Java Pendulum.py zintegrowano uktad dynamiczny za pomoca integratora symplektycznego.

e

p =pl - t * math.sin(q)
mx1l = math.floor(40 * gl + 250 + 0.5)
mx1_tab.append(mx1)
.floor(40 * p1 + 350 + 0.5)
.append(ny1)
*q + 250 + 0.5)
mx_tab.append
ny = math.floor *p + 350 + 0.5)
ny_tab.append(n

plt.plot(mx1_tab, nyl_tab)
Lt.plot(mx_tab, ny_tab)
Lt.show()
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Uktlady cyklu granicznego

Dany jest na plaszczyznie uklad autonomiczny réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu:

d?u du
E+![u]a+gﬁu] =1.

Niech:

Zalézmy, ze f jest parzysta, a g jest nieparzysta funkcja, obie sa ciagle dla wszystkich u i ¢ spelnia warunek
Lipschitza. Zalézmy dalej, ze:

floy <o, uglu) >0 for w0, F(u) = oo if w—oo

Oraz, ze f ma pojedyncze zero przy % = b (> 0) § rognie monotonicznie dla % = b, Wtedy uktad:

d d
3“2—1 = u, f = = flw)ug — gluy)

ma stabilny cykl graniczny. Jako pierwszy przyklad rozwazymy slynne réwnanie Van der Pola:

du dusa
T S

Réwnanie Van der Pola przyjmuje tylko jeden punkt staly, a mianowicie (0,0). Réwnanie wariacyjne jest podane
przez:

dt,'3 %

o = = —(1 4 2puua)u; + p(1 — wdhvs

dt
Wstawienie punktu statego (0,0) skutkuje:

dv dug
?;=U2, E=—‘U1+,&w:-

Zatem dla # > U wartosci wlasne maja dodatnia cze$é rzeczywista. Stad punkt staly (0,0) jest niestabilny.

W programie vdpol.cpp obliczono portret fazowy réwnania Van der Pola za pomocg techniki Runge-Kutta.
Wartoéé parametru to # = 90-,



fsystem( hf[NI)
mu = i

h % u[1];
h * (-ule] + mu * (1.0 - u[@]l * u[e]) * u[1]);

0/ 4104.

0/ 27.0;

0/2

i < step

fsystem(h,
for (k = 1;
{
tk = t + a[k] * h;
(1 1 < N; 1+)

uk[1]

(j s k-1
uk[1] += b[kI[3] * f[51[1];

system(h, tk, uk, f[kl);
@; 1 < N; 1+)

(k k < 6; k+t)
u[l] += c[k] * f[k][1];

main( )
ofstream data;
data.open("

steps = 1;

t=20
u[N]

B; i < 1000; i++)

t += h;
map(u, steps, h, t);

pOO; i++)

eps, h, t);
"M << uf1] «<

Jako drugi przyklad rozwazamy uklad:

= 4y, —= = gy = psinfug) .

Uktad przedstawia nieskonczenie wiele cykli granicznych. Zakladamy, ze #=0 . Wtedy (0,0) jest niestabilnym



punktem statym.

W programie LimitCycles.py obliczono portret fazowy dla réznych wartosci poczatkowych. Rozwazaliémy dwa
rozne warunki poczatkowe. Jeden blisko poczatku, a drugi miedzy pierwszym a drugim cyklem granicznym. Stosu-
jemy integracje symplektyczna,.

t xp(-t * mu * (x * x - 1.0)) - t * x
mx .floor(4@ * x + 250 + 0.5)
mx_tab.append
ny = math.floor *y + 250 + @.
ny_tab.ap
mx1 = math. 40 * x1 + 250
mx1_tab.append(mx1)
nyl h.floor(40 * y1 + 250 + 0.5)
nyl_tab.append(nyl)

plot(mx1_tab, nyl_tab)
plot(mx_tab, ny_tab)
t.show(
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Uktady Lotka-Volterra

Uktady Lotka-Volterra opisuja interakcje dwdch (lub wiecej) konkurujacych ze soba gatunkéw. Najprostszy
model jest dany przez:

diny ditz
— = au — by,  —-

= —euy + bugu
i 2 LUz

gdzie a, b, c sa dodatnimi statymi. Dzieki okresleniu au; gatunek 1 uréstby wyktadniczo. Jednak dzieki okresleniu
—buy ug gatunek 1 zmniejszy sie. Podobnie dla gatunku 2 termin — cus bedzie malat wyktadniczo, ale termin buqus
daje coraz wigkszy udzial. Dlatego oczekujemy, ze rozwigzanie jest okresowe wokdl punktu statego i = &/t ui = afb.,
Jako przyklad rozwazymy przypadek specjalny (a =b=c=1):

driy dig
I = U} — uUrls, —= = —ig + thyilip

di

ui(t = 0) > 0 ; wlt =0} >0 up(t) >0 : ug(t) >0

gdzie i . Poniewaz zakltadamy, ze i , okazuje sie, ze uktad ma jeden staly

punkt w (ui uz) = (1,1) Punks staly to $rodek, wiec w sasiedztwie tego statego punktu rozwiazania sa w przyblizeniu
okregami. Calkowanie réwnania:

dm_ . duig

Wy — MWy lg — U k Wy Uy
daje statg ruchu

Infauy) + In(ug) —uy —up = C

lub:

g e =0,

Te stala mozna wykorzysta¢ do sprawdzenia dokladnosci catkowania.

Fsysten( h, t,

h * (ule] - u[e] * u[1]);
h = (-u[1] + ule] * u[1]);

ulnl, steps,

.0, 1.0, 1.0 / 2.0};
-0 / 564 -9.0 / 50.0, 2.0 / 55.0};
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fL61IN];
1, k;

flel);

5; k++)

G

blkI[j] * FI31[11;

5
fsystem(h, tk, uk, f[k]);

i Lees)
k++;)

c[k] * f[kI[1];

main( )

ofstream data;
data.open(

steps = 1;
h = 0.0
t = 0.9;
u[N] = {2.8, 1.5};

t += h;
map(u, steps,
data uf[e]
¥
data.close();
rn (]!

W nastepujacym programie pokazano, ze

Infuy) + In(up) —uy —up =0C

jest stalg ruchu w uktadzie Lotka-Volterra.

main(void)
Su > F("F", @), vi("u1", 0), u2("u2", @), t("t", 0), r("r",
depend(u1);
depend(u2);
ul.depend(t);

epend(t);
n(u1) + nCu2) - ul - u2;

endl;
ul * u2);
ul * u2);
endl;

11



Rozwigzywanie réwnan
rozniczkowych
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W drugiej czesci projektu poruszymy temat numerycznych metod catkowania nieliniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. Prawie wszystkich nieliniowych réwnan rézniczkowych nie da sie rozwigzaé¢ w formie zamknietej,
wiec nalezy zastosowaé metody numeryczne. Przy rozwiazywaniu réwnan rézniczkowych numerycznie napotykamy
duzo probleméw. Na przyklad, jedli réwnania rézniczkowe pochodza z uktadu Hamiltona, to schemat numeryczny
powinien zachowa¢ catkowita energie, ktora jest stalg ruchu. W przypadku nieliniowego réwnania rézniczkowego
moze si¢ réwniez zdarzy¢, ze schemat dyskretyzacji prowadzi do chaotycznego odwzorowania, mimo ze pierwotne
nieliniowe rownanie rézniczkowe nie wykazywalto zachowan chaotycznych. Stabilne punkty state nieliniowych réwnan
rézniczkowych moga staé sie niestabilne w ramach schematu dyskretyzacji.

Uwazamy za autonomiczne

du
pri f(u)

i nieautonomiczne uklady réwnan rézniczkowych zwyczajnych

du

= = glu,t).

Zakladamy, ze mamy problem z wartoscia poczatkowa u(t = 0) = ug i ze funkcje f i g sa analityczne. Oméwiono
tu metode Eulera, technike serii Lie (ktéra jest Scidle zwiazana z technikg szeregdéw Taylora), metode piatego rzedu
Runge-Kutta-Fehlberga i catkowanie symplektyczne. Przedstawiono réwniez metode Verleta wazng w dynamice mo-
lekularnej. Zbadano réwniez falszywe rozwigzania i niewidzialny chaos. Na koniec oméwiono calkowanie numeryczne
uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére przyjmuja pierwsze catki.

Metoda Eulera

Metoda Eulera do numerycznego rozwiazywania uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu:

du
E - g{u: t]

polega na obliczeniu dyskretnego zbioru wartosci uk, dla argumentéw tk, przy uzyciu réwnania réznicowego:
Wiy = ug + hglde, ug), hi=tey ) — .

Tutaj h to dlugosé kroku. Rozszerzajac u(t + h) w szeregu Taylora z reszta okolo t, mozna zauwazy¢, ze:

u(t+ k) —ult) - u(t) + hu'(t) ;hzu"(ﬁ) —ult)
1) k

=u'(t) + ;hu"({]

(F<E<ith) wiec lewa strona metody Eulera jest przyblizeniem O(h) do pochodnej, ktéra zastepuje, pod warun-
kiem, ze druga pochodna rozwiazania u jest ograniczona w interesujacym przedziale czasu. Gdy h dazy do zera,
przyblizenie Eulera coraz lepiej przedstawia oryginalne réwnanie rézniczkowe; to znaczy jest zgodny z réwnaniem
rézniczkowym.

Jako przyklad rozwazmy nieliniowe rownanie rézniczkowe

d
?f; =u(l — u)

z warunkiem poczatkowym *(t =0 = 1 > 0. g pieliniowe réwnanie rézniczkowe przyjmuje punkty stale %1 = 0; 42 =
* L
Punkt staly = D jest niestabilny, natomiast punkt staly H

nia réznicowego

jest stabilny. Metoda Eulera prowadzi do réwna-

13



HUpp = uk+h_,|r[u;c]=uk+hu*[l-uk}, k=10,1,2,...

gdzie h jest dlugoscia kroku. Zakladamy, ze h = 0,005 i ug = 0,1. Okazuje sie, ze uy dazy do stabilnego statego

*

Uy = k — oo,

1
punktu , jako

[
q_tab.app
t+=h

plt.plot(m_tab, n_tab, label="1")
lt.plot(p_tab, q_tab, label="2")
lt.legend()

plt.show()

& Figure 1 - o X
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Technika serii klamstw

Niech V' bedzie liniowym operatorem rézniczkowym

a a ad
Vi=Wi(z)— + Valz)— + - - - + V(2) —
L l(z) 2z }.(Z) -)zz ¥ (z)azn

gdzie V; sa funkcjami zmiennych zespolonych zq, 2o, ..., z,, z ktérych zaklada sie, ze sg holomorficzne w sgsiedztwie
tego samego punktu. Jesli f jest funkcja, ktéra jest holomorficzna w sasiedztwie tego samego punktu, mozemy
zastosowaé operator V do f

14



Vi Vi@ 4 i@ gl + s Vi gE

Poniewaz pochodne funkcji holomorficznej sa holomorficzne, ponownie otrzymujemy funkcje, ktora jest holo-
morficzna w tym samym punkcie. Dotyczy to wszystkich operacji iterowanych. Oznacza to, ze wszystkie funkcje

Vif=V(Vf), ..., V*fe=WV{V"lf), ...

sg holomorficzne w badanym punkcie i mogg by¢ rozszerzane w regularnych zbieznych seriach poteg. Serie:

oo gk 1
ep(tV)f(2) = 3 VH(2) = f(2) + VI(a) + V2 f(a) + -

k=0

sg nazywane seriami Lie.

Formalnie wyjasniaja to symbole spisanych serii, poniewaz kazdy termin sklada sie z czynnika ¢,,,n! oraz holo-
morficzna funkcja V), f zmiennych zespolonych zi, ..., z,,. Uwazamy, ze ¢ jest nowa zmienna zespolona, ktora jest
niezalezna od zmiennych z, ..., z,,. Szereg ten ma nie tylko znaczenie formalne, ale jest rowniez zbiezny jako szereg
potegowy t, a zatem jest funkcjg holomorficzna n + 1 zmiennych zespolonych z1, ..., z,,, t. O zbieznosci szeregu Liego
Swiadczy metoda majorantéw Cauchy’ego.

Jedli C jest skonczona, zamknieta domena przestrzeni z, w ktorej operator rézniczkowy V' i funkcja f sa holo-
morficzne, istnieje taka liczba dodatnia T, ze szereg Lie jest zbiezny absolutnie i jednostajnie dla =T
dziedzinie G, gdzie reprezentuje holomorficzng funkcje n + 1 zmiennych zespolonych z1, ..., z,, t.

Szereg Lie mozna rozrézni¢ na podstawie tych zmiennych wyraz po wyrazie i dowolnej liczbie czaséw we wnetrzu
Giltl=T

w calej

d o gk o=k R
ot (?;n aVe ["J) =y V)
oo gk o ik
L (5 fvw) -5 8 2 0stm)

Dla sum i iloczynéw serii Lie mamy:

e (c: fi(z) + eafa(z)) = 1™ fi(z) + cae™ fa(z)
eV (fi(z) falz)) = (e fi(z)) (e falz)) .

Jesli P(Z1, Zs) oznacza wielomian w Z, Z, to jest tak:
eV P(fi(z), fol2)) = P(e" fi(2), e falz)) .

Jedli F(z) oznacza dowolna funkcje, ktéra jest holomorficzna w sasiedztwie {z1,...,2,}, ktérej odpowiednie
rozwiniecie szeregu potegowego nadal zbiega sie w punkcie {Z1, ..., Z,, }, to prawda jest, ze:

F(Z)= 3 LVEFE)
k=0

lub napisane w inny sposéb:

Flele) = ¢V F(z).

Inny wazny wynik uzyskuje si¢ przez rézniczkowanie funkcji Z; wzgledem ¢. Niech:

15



Z; = exp(tV)z;, i=L2,...,n.

Rézniczkowanie szeregu Lie termin po czlonie daje:

(}Z v .
_m:,:el- (Vz), §=1,2,...,n.

Poniewaz V.; = V;(z) to mamy
eV Vy(a) = Vy(2).

Razem powoduje to

az; )
#:V}{Z), i=12...,n.

Jesli {21, ..., zn } jest punktem domeny holomorficznej V, funkcje exp(tV)z; w wystarczajaco matym $rodowisku
t = 0 spelniaja uktad réwnan rézniczkowych

przy warunkach poczatkowych Z;(t = 0) = z;. Zatem exp(tV')z; sa rozwigzaniami ukladu réwnan rézniczkowych,
ktore sa jednoznacznie okreslone przez te warunki poczatkowe.

Omawiang powyzej serig Lie mozna ograniczy¢ do domeny rzeczywistej. W naszych badaniach numerycznych
rozwazamy autonomiczny uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych:

du
7 = )

— T
gdzie v (Ut tn) . Niech Vj; bedg funkcjami analitycznymi zdefiniowanymi na R,,. Rozwazmy pole wektorowe:
V=

Tl
i=

V().

1 1

Wtedy rozwiazanie problemu z wartoscia poczatkowa systemu autonomicznego dla wystarczajaco malego t moz-
na podaé jako szereg Liego:

ﬂj(t} = Expl‘tvjufluzu(ﬂ}

gdzie j = 1,2, ...,n. Rozszerzanie funkcji wykladniczej daje:

]

4s(2) = 145(0) + 8V (15) umuie) + 5V (V5 hamioy + -

gdzie j = 1,2, ...,n. W wiekszosci praktycznych przypadkéw do numerycznego catkowania réwnania rézniczkowego
mozna przyjac tylko skonczong liczbe wyrazen w tym rozwinigciu. Nastepnym przyblizeniem jest rozwazenie:

exp(t(Vi +V3)) = [] exp(e;tVi) expld;#V) + O(t*H)
J=1

16



jesli pole wektorowe V' mozna zapisaé¢ jako V = Vi + Vo Az do drugiego rzedu mamy:
exp(t(V] + V4)) = exp(tV) exp(tVa) + O(t%)
gdzie k =1z ¢y = d; = 1. Mamy dla trzeciego rzedu:

exp(1(V4 + Va) = exp(31V:) oxp(tV2) exp(51V4) + O(¢) .

Sa to integratory symplektyczne.

Badanie struktury osobliwoéci w ztozonej ptaszczyznie czasowej uktadu dynamicznego jest przedmiotem zain-
teresowania systemow o zachowaniu chaotycznym. Technike serii Lie zaimplementowano w SymbolicC ++ z klasa
Complex

a,
rn sqri(axa+bxb);

main( ) {

{

rxul - s*(u2-ul
— (ul*u2-bxu3)*ul + r*:

u3 + eps*V3
count += eps;

I3

cout << usl

cout << us2

cout <<

return 0;

Technika Runge-Kutta-Fehlberga

Metody Runge-Kutta zostaly opracowane w celu unikniecia obliczen pochodnych wysokiego rzedu, ktére moga
obejmowaé metode Taylora. W miejsce tych pochodnych uzywane sa dodatkowe wartoéci danej funkcji g(u,t) w
sposob, ktory zasadniczo powiela dokladnosé wielomianu Taylora. Zal6zmy, ze problem z wartoscig poczatkowa:

du
E =g(u,t), ut = 0) =g

dla autonomicznego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu nalezy catkowaé, gdzie u(tg) = uo.
Typowy krok catkowania aproksymuje u przy t = tg + h, gdzie h jest dlugoscia kroku. Formuty to:

5
ut)=u+hY ag® t=ty+h
k=i
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oraz

k-1
g¥ =glw), g% =glu+h3 byg?)
=0

Zatem u(t) przybliza dokladne rozwiazanie. Wspélezynniki ¢, (k = 0,1, ..,5) wynosza:

10 ] 6656
c[0] 135 el]=0, 2= e
28561 9 5
oBl=semg M=—55 Bl=g-

= 0.005

t_tab.append(t)
u=ue +h * sumCG()
t+=h
u_tab.append(u)

plt.plot(t u_tab, labe
.xlabell

plt.show()

% Figure 1 - o X
1.0 {
0.8
0.6
]
0.4
0.2
— u(t)
o B a0 0 0 100
t
#€¢|3| $Q|=

Powyzej przedstawiono kod obliczen przeprowadzonych na podstawie wzoréow, w celu sprawdzenia metody. Wy-
kres przedstawia przyblizone rozwiazanie w czasie.

Rozwigzania widmowe

Kiedy dyskretyzujemy réwnania rézniczkowe, moze sie zdarzy¢, ze wynikowe réwnanie réznicowe wykazuje cha-
otyczne zachowanie, nawet jedli pierwotne réwnania rézniczkowe zmierzaja do punktu statego. Rozwazmy zwykte
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réownanie rézniczkowe

d
-d—:=u{1—u]'

z warunkiem poczatkowym u(0) = ug > 0. Punkty stale sa podane przez

Punkt staly u* = 1 jest asymptotycznie stabilny. Dokladne rozwiazanie réwnania rézniczkowego podaje wzér

U Et

=—"—.
u(t) 1 — ug + uget

Dokladne rozwiazanie, zaczynajac od wartoséci poczatkowej uy = 0,5, rosnie monotonicznie i zmierza do 1, gdy
t zmierza do nieskonczonosci. Dla t = In9999 = 9.21024 mamy, ze

e 9999

) = —
w8 = 72 = Toooo

= (.9999

tak, ze u(t) jest juz dos¢ blisko asymptotycznie stabilnego punktu stalego v* = 1.
Aby zintegrowaé to rownanie za pomocg schematu réznic skonczonych, stosujemy schemat réznic centralnych:

du | Upyy = Un-y
it 2h ’

Zatem réwnanie rézniczkowe przyjmuje postac:

Uy = Ug_
S ()

z warunkami poczatkowymi:
ug=ug, Uy =g+ hug(l — ug).
Otrzymujemy:

Upgr = a1 + 2R (1 —ug ).
Wprowadzajac v, = u, — 1 otrzymujemy ukltad réwnan réznicowych pierwszego rzedu:

tney = Uy + 2hug (1 = uy,), Upg] = Uy .

Obliczamy rozwiazanie numeryczne za pomoca réwnania réznicowego, zaczynajac od wartosci poczatkowej ug =
0,5 i uzywajac dlugosci siatki czasu h = 0,05. Réwnanie réznicowe nie jest stabilne w punkcie stalym u* =
1 i znajdujemy zachowanie oscylacyjne. Takie zjawisko nazywa sie¢ rozwiazaniem widmowym lub rozwiazaniem
falszywym.

Dla 0 < t < 8,5 rozwiazanie numeryczne daje dobre przyblizenie rzeczywistego rozwiazania. Rozwiazanie
u, rosnie monotonicznie i zbliza si¢ do 1.000. Po ¢ = 8,6 rozwiazanie numeryczne nie jest juz monotonne. W
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momencie t = 9,7 warto$¢ u,, przyjmuje po raz pierwszy warto$¢ nieco wieksza niz 1. Amplituda oscylacji rosnie i
rosnie. Wzrost tej amplitudy jest geometryczny, a tempo wzrostu jest takie, ze amplituda jest mnozona przez okoto
e = 2,71, podczas gdy t wzrasta o jeden, az do okotot = 17,0, kiedy oscylacja traci symetri¢ wzgledem u* = 1.
Powtarzanie takich cykli wydaje sie by¢ prawie okresowe. Rozwiazania widmowe pojawiaja sie rowniez, nawet jesli h
jest dod¢ mate. Jedna z przyczyn tego zjawiska jest to, ze centralny schemat réznicowy jest schematem réznicowym
drugiego rzedu i ze niestabilno$¢ pojawia si¢ przy uv* =11 u* = 0.

Globalne zachowanie rozwiazan numerycznych obliczonych za pomocg réwnania réznicowego jest bardzo wrazliwe
na warunek poczatkowy, dlugosé¢ siatki czasowej i dokladno$¢ zastosowanych obliczen. Zalezy rowniez drastycznie
od kalkulatoréw. Zjawisko to jest spowodowane btedami zaokraglen. Dokladne rozwiazanie u,, schematu centralnej
roznicy przyjmuje wartoéci do$¢ bliskie 1, ale rozwigzanie numeryczne obliczane przez komputer cyfrowy moze
przyjmowac tylko wartosci o skonczonych cyfrach, tak ze prawie wszystkie efektywne cyfry sa tracone w obliczeniach,
gdy u, pozostaje w poblizu 1. Jezeli wybierzemy przedzial czasowy na tyle matly, ze dokladne rozwigzanie schematu
réznicowego bedzie zblizone do prawdziwego rozwiazania danego przedzialu czasu 0 < t < T w ramach zadanego
bledu, to numeryczne rozwigzanie otrzymane przez komputer moze nie przybliza¢ prawdziwego rozwigzanie w danym
przedziale czasu z powodu bledéw zaokraglenia, jesli zastosowana precyzja nie jest wystarczajaco duza. Oscylacyjne
zachowanie nie jest spowodowane skonczona precyzja lub bledami zaokraglen.

u+h=*xux (1.0 - u)
t 0.0
th_tab =
te_tab =
m_tab

+ 2.0 %« h * ul * (1.0 - ul)
ul

th = .floor( ) * t0 + 10.08)
tb_tab.append(tb)
m ath.floor(3e - 150.0 * ul)
m_tab.append(m)
te .floor(2@8.@ * (t@ + h) + 10.0)
te_tab.append(te)

Llegend()
plt.show()

% Figure 1
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main( ) |
ofstream resul
h

u + hxu*(1.0-u) + hxhxu*(1.0-u)*(1.0-2.0%u)/2.0;
cout "t = " << ul << endl;
resultFile << t

u = ul;

resultFile.close();
return @;

Integracja symplektyczna

Réwnania ruchu Hamiltona w postaci standardowej lub kanonicznej sa podane przez

dg; _BH  dp; _ 0H

d " op At dg T

W hamiltonowskim opisie mechaniki ewolucja ukladu jest opisana za pomoca réwnan rézniczkowych pierwsze-
go rzedu 2N. Zmienne 2n q, ...,qN, P1, ..., Py sa czesto nazywane zmiennymi kanonicznymi. Definiuja przestrzen
fazowg 25 - wymiarows. Rozwigzanie réwnan Hamiltona

y

75(t) = g;(do, Pa, T}, pilt) = pildo, Po, 1)

@ = (qu(0),...,gn(0)) and po = (p1(0), ..., pw(0))
sq zbiorem warunkéw poczatkowych, okreslaja stan systemu w czasie t. W swojej ewolucji czasowej (q(t), p(t)) od-
wzorowuja trajektorie eksplorujaca rézne regiony w przestrzeni fazowej. Ze wzgledu na symetrie réwnan Hamiltona
naturalne jest rozwazanie zmiennych ¢; i p; na bardzo réwnych zasadach. Wspélrzedne N i n momentéw mozna
zatem uzna¢ za pojedynczy zestaw wspoélrzednych 2N, gdzie z;
Z = {qh' e Wy PLaa '!pl'\rj .

Korzystajac z tego zapisu, réwnania Hamiltona mozna zapisa¢ w zwiezltej formie jako

d=

gdzie:

V= (8/8z,...,8/0z,).

Macierz 2n x 2n, czyli Jon, jest nazywana symplektyczna

__ 0 Iy
(5 )
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(2022 -

j=1 dg;  Op;

gdzie Iy to macierz jednostek N x N. Spelniajg warunek nieécisliwosci

Oznacza to, ze dywergencja systemu Hamiltona wynosi zero. W ten sposob element objetosci w przestrzeni
fazowej jest zachowany pod przeptywem Hamiltona. Wynik ten jest znany jako twierdzenie Liouville’a i jest jedna
z podstawowych wlasciwosci uktadéw dynamicznych Hamiltona.

Jedli system dynamiczny ewoluuje pod wplywem przeptywu Hamiltona, wiele waznych wielko$ci pozostaje nie-
zmiennych. Najbardziej fundamentalnym z nich jest byt geometryczny, rézniczkowa forma dwustopniowa.

N
wa 1= dej- A ddg; .

i=1

Oznacza to, ze jeli oznaczymy przepltyw fazy Hamiltona przez ¢; gdzie ¢, odwzorowuje warunki poczatkowe do
rozwiazania w czasie ¢, otrzymamy

() wy = wa.

Mamy wiec definicje:

Transformacja (q,p) — (Q, P) nazywana jest symplektyczna, jesli zachowuje 2-forme o.

Kazda transformacja zachowujaca o rowniez zachowuje posta¢ rownan Hamiltona. Odwrotna sytuacja nie jest
prawda. Przeplyw majacy te wlasciwos¢ jest nazywany symplektycznym. W przypadku jednego stopnia swobody
(N = 1) oznacza to po prostu zachowanie (zorientowanego) obszaru fazowego.

To zachowanie 2-formy jest podstawowa wlasciwoscia systeméw Hamiltona. W rzeczywistosci przeplyw Hamil-
tona mozna scharakteryzowaé¢ wyltacznie za pomoca 2-formy. Jesli domena D w R?V jest po prostu podiaczona (tj.
Nie ma dziur) i

dp dg
— f —
= (a,p), 7 g, p)

jest gtadkim ukladem rézniczkowym, ktérego przepltyw zachowuje postaé 2, to ten uktad réwnan rézniczkowych
jest uktadem Hamiltona dla pewnej funkcji Hamiltona H.

Zachowanie 2-formy o jest jedna z calej hierarchii wielkosci zachowanych przez przepltyw hamiltonianu, ktéry po
raz pierwszy zbadal Poincare, ktéry nazwal niezmiennikami catkowymi.
Twierdzenie Liouville’a. Przeplyw Hamiltona zachowuje element objetosci w przestrzeni fazowej

N N
[ 1L dps ndg; = [ T] a; A d@;
J=1 i=1

w ktérym znak calki reprezentuje 2N-wymiarowa integracje po zadanej objetosci w przestrzeni fazowej.

Inna wilasciwoscia konserwatywnych systeméw Hamiltona jest to, ze H jest stala ruchu, tj. dH/dt = 0. Jeste-
Smy szczegodlnie zainteresowani numerycznymi dyskretyzacjami systeméw Hamiltona i intuicyjnie wydaje sie, ze
dobrym pomystem jest pozwolié¢, aby dyskretyzacja uchwycita jak najwiecej jak to mozliwe z oryginalnej struktury
Hamiltona. To prowadzi do badania przemian zachowujacych rézniczkowa dwie formy. Poniewaz nie mozna oczeki-
wacé, ze numeryczna dyskretyzacja systemu ciaglego bedzie dokladna, nie mozemy zachowaé¢ wszystkich wlasciwosci
pierwotnego przeplywu. Na przyklad nie mozemy zachowaé¢ pierwotnej postaci funkcji Hamiltona i wlasciwosci
zachowania powierzchni pierwotnego przeplywu - zachowanie obu tych wielkosci sprowadza si¢ do dokladnego roz-
wiazania uktadu. Odkad zachowanie symplektycznoéci jest tak podstawowa wlasnoscia systeméw Hamiltona, wydaje
sie naturalne, ze proba zachowania tej wlasciwosci w systemie dyskretyzowanym wydaje sie naturalna.

Kiedy ciagly przeplyw jest dyskretyzowany, dyskretny przeplyw w zasadzie staje sie nastepstwem przeksztalcen
z jednego etapu w inny. Dlatego zachowanie formy 2 mozna zachowaé, zapewniajac, ze transformacje w systemie
dyskretnym sa symplektyczne. Innym powodem, dla ktérego transformacje symplektyczne sg przydatne, jest to, ze
czesto mozna uprosci¢ caltkowanie rownan ruchu ukladu, przeksztalcajac je do innego zestawu wspélrzednych. W
hamiltonowskim opisie mechaniki mamy dwa zbiory niezaleznych zmiennych p i g, ktére sg bardzo réwnorzedne.
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Dlatego mozemy przeksztalcié z jednego zestawu zmiennych w przestrzeni fazowej (¢, p) do nowego zbioru (@, P).
Ta transformacja moze byé¢ symbolicznie zapisana jako

Fi=Flq,--, NP1 Pr) Qi = Qg qNP1a- - PN -

Istnieja rozne sposoby konstruowania transformacji symplektycznych. Najlatwiejsza z nich to metoda generowa-
nia funkcji. Rozwazmy system jednego stopnia swobody

dg _ 0H(p,q) dp _ 2H(p.q)

dt — dp dt dy

Uktad ten mozna zdyskretyzowaé¢ metoda Eulera, otrzymujac

HEP:Q) P TBH(F"‘EI] )

Q=g+ B p— B

System dyskretny definiuje mape od (g, p) (przyblizone rozwiazanie w czasie t) do (Q, P) (przyblizone rozwia-

zanie w czasie t 4+ r). Jakobian dla tej transformacji mozna zapisaé jako

a(@Q, )
g, p)

=1+0(r).

Zatem ta przemiana nie zachowuje obszaru. Dlatego metoda Eulera nie jest symplektyczna. Zmodyfikujmy nieco
metode

pp_2HG@P)  _ OHGP)

aq T
W tym przypadku jakobian spelnia ponizszg réwnosc:

0@.P) _,
g, )

Zmodyfikowana metoda jest zatem symplektyczna.

Aby system wyzszego wymiaru byl symplektyczny, zachowanie objetosci jest wladciwoscia konieczna, ale niewy-
starczajaca.

Zal6zmy, ze mamy do czynienia z roztacznym planarnym (n = 1) ukladem Hamiltona,

H(gp) = 37+ V(a)

Wybierajac funkcje generujaca drugiego rodzaju,

F'?[:[L Pni] = ffp +£H({j‘,}”:l = qj-" + %t;.i? + tl‘r{q')

5 (g,p) (@, F)

Powyzsze odwzorowanie, to odwzorowanie symplektyczne

Metody symplektyczne wyzszego rzedu sg skonstruowane w nastepujacy sposob. Zakladamy, ze pole wektorowe
V mozna zapisaé jako V- = Vj + V4. Jedli [Vi, Vo] = 0, to dla ¢ mamy dostatecznie male
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exp(tV) = exp(tV) + tV3) = exp(tV)) exp(ths)

gdzie [,] oznacza komutator. Ogélnie mamy [V1,V2] # 0
Formutla jest nastepujaca. Dla dowolnych nieprzemiennych operatoréw X i Y, iloczyn dwdch funkeji wykladni-
czych, exp(X) exp(Y'), mozna wyrazi¢ w postaci pojedynczej funkcji wykladniczej jako

exp(X) exp(¥) = exp(Z)

gdzie

z=x+y+§[x,v]+%([x,x,v]—|y_,y;xn+,_. .

Tutaj [,] oznacza komutator i komutatory wyzszego rzedu, takie jak uwzgledniono powyzej
{Xs X, Y] = [xr I.X y.lll

Cecha wzoru Bakera-Campbella-Hausdorffa jest to, ze pojawiaja sie tylko komutatory X i Y z wyjatkiem
liniowych wyrazen w szeregu.

Inna technika, ktéra mozna zastosowaé do integracji, jest formuta Trottera. Niech A bedzie generatorem kontr-
grupy Co - pélgrupy exp(tA)i>o w przestrzeni Banacha E i niech B € L(E) bedzie liniowym operatorem dyssy-
patywnym, gdzie L(F) oznacza przestrzen wektorowa wszystkich liniowych mapy ograniczone £ — E. Nastepnie
A+ B generuje Cy - pélgrupe, ktora jest okreslona wzorem Trottera

exp(t(4 + B)) = lim (ﬂxp (?iﬂ) exp (is))n

gdzie limit jest brany pod uwage w silnej topologii operatora.

Metoda Verleta

Algorytm Verleta jest metoda calkowania réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu:

d*x
<3 =F(x(t).1).

Jest on réwniez uzywany w symulacjach dynamiki molekularnej. Ma staly przedzial czasowy dyskretyzacji h
i wymaga tylko jednej oceny sity F' na krok. Algorytm jest wyprowadzany przez dodanie rozwinie¢ Taylora dla
wspolrzednych x przy t = h wokdt 0:

dx(0) h? h? dx(0)

x(h] = J(('U] + FLT + ?F(X(U), 0) + ?“—E = 4 U(h"}
L2 3 3
x(h)=x(0) - A5 4 Bpix(0),0) - B X0 4 o(p

co prowadzi do:
x(h) = 2x(0) — x(—h) + B*F(x(0),0) + O(h").
Znajac wartosci « w czasie 0 1 —h, algorytm ten przewiduje wartosé¢ x(h). Zatem potrzebujemy dwdéch ostatnich

wartosdci x, aby otrzymac nastepna. Jesli mamy do dyspozycji tylko pozycje poczatkowa x(0) i predkos$é poczatkowa
v(0), przyblizymy x(h) przez:
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x(h) = %(0) + hv(0) + l%Q'F(x([]']_. 0)

czyli ustawilismy

Rozwazmy jednowymiarowy oscylator harmoniczny

&z

a2 1 QQEIG

gdzie (Q jest stala czestotliwoscia.
Analityczne rozwiazanie tego rownania réznicowego mozna zapisa¢ w postaci

z(t) = exp(iwt)
z spelniajacym warunek

2 — Zeos(wh) = K*Q*.

g .
Jegli F07 = (h2)? > 4, czestotliwo$é staje sie urojona, a rozwiazanie analityczne staje sie niestabilne. Dlatego
warto wprowadzi¢ bezwymiarowy czas T' przez

Brt) =2(t), r(t) =qt.

Nastepnie liniowe réwnanie rézniczkowe dla oscylatora harmonicznego przyjmuje postaé

A
dr?

+x=0,

W ponizszym programie podano implementacje metody Verleta dla jednowymiarowego wahadta @*6/dt* = —(g/L) sin(6)

main( )

ofstream resultFileTheta("v

ofstream resultFileAccel(”
pi

ver_Lxsin(theta);
= theta - omegaxtau + 0.5*taustausaccel;

Step; i++) {

" << theta << endl;
el <« endl;

return 0;
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Metoda Stormera

Rozwazamy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu:

gdzie x jest zbiorczym wektorem polozenia, m jest uko$na macierza mas, a F' jest zbiorczym wektorem sit. Dyskre-
tyzacje znana jako metoda Stormera drugiego rzedu podaje:

l n+1 b -1y — T
ApmIXTH - 2Xr 4 X0 = F(X")

gdzie At jest krokiem w czasie, a X™ oznacza przyblizenie réznicy do x w czasie nAt. Ta metoda moze byé uzywana
jako integrator dynamiki molekularnej wraz ze wzorem:

1
V= -2&5 [X'Hl X 1}

do obliczenia predkosci v = dx/dt. Ta kombinacja jest réwnowazna metodzie leapfrog, zdefiniowanej jako:

VO el g Apn T F(X)
X = X0 ApVEHE

Ukryty schemat dyskretyzacji z inna prawa strona:

L

nil _ gyen , yen-l _L n—1 § n i 41
REXT = 2K £ X = SF(X) 4 gF(X7) + F(XH)

Inna metoda, ktora mozna zastosowa¢ do catkowania réwnania rézniczkowego, jest:

ﬁm(X"' X" 4+ X" ) =F (;(x“ Ly xm ')) _

Niewidzialny chaos

Dyskretyzacja nieliniowych réwnan rézniczkowych moze prowadzi¢ do odwzorowan, ktére wykazuja chaotyczne
zachowanie. Rozwazamy system anharmoniczny:

du
F-’-H =[]_

Korzystajac ze schematu réznic skoficzonych, to réwnanie rézniczkowe mozna zapisaé jako:
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Ungt —2Un FUny g
(at)?

By uzyska¢ przyblizone rozwigzania réwnania rézniczkowego. Dla ustalonego kroku czasowego At, At > 0, ten
schemat jest réwnowazny ze schematem: U, 41 — 2U,, + U,,_1 = —U3
przez zamiennik u, = U, /At. Definiujemy V,, := U,,_1. W rezultacie otrzymujemy odwzorowanie: U,+1 = —=V,, +
2U, — U3 Vi1 =U,

Te odwzorowanie jest odwracalne i zachowuje obszar. Numeryczne rozwigzania schematu réznicowego dla ma-
lego At odpowiadaja orbitom w poblizu poczatku (0,0) mapy poprzez transformacje u,, = U, /At. Eksperymenty
numeryczne pokazuja, ze wok6! poczatku mapy istnieja niezmienne okregi (0,0).

vl + 2.0 * ul - ul * ul * ul
ul
mx = math.floor(100 * u + 2 + 0
mx_tab.append(mx)
ny th.floor(100 * v +
y_tab.append(ny)

nlt.plot(mx_tab, ny_tab)
nlt.show()

& Figure 1 - o X
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Pierwsze catki i catlkowanie numeryczne

Rozwazmy autonomiczny uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu:

i f(u)

gdzie pole wektorowe f : R, — R, jest analityczne. Niektére z tych systemoéw przyjmuja pierwsza calke, tj. Istnieje
funkcja skalarna I taka, ze

dlfu)
-

A zatem

"o du, 0T .
Gu @t = 2 oy W =0

j=1 j=1

Zachowanie pierwszych calek w catkowaniu numerycznym jest wazne ze wzgledu na ich fizyczne znaczenie, np. w

mechanice i astronomii, ale takze dlatego, ze moga zapewnié¢ dhugoterminowe efekty stabilizujace. Dlatego chcemy
znalez¢ dyskretne przyblizenie uktadu réwnan rézniczkowych.

L
- gluu,7)

(u = ufn7), v = u((n + 1)7)) takie, ze pierwsza caltka jest zachowana dokladnie, tj. I(u’) = I(u). Na przyklad niejawna
reguta punktu $rodkowego

zachowuje catki kwadratowe.
McLaren i Quispel przedstawili bardziej ogblny przypadek. Uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych mozna
zapisa¢ w postaci:
du

E—S-V.’(u}

gdzie S jest antysymetryczng macierza n x n nad R, tj. ST = —S5, a oznacza gradient. Dyskretna wersjg z
zachowaniem integralnodci jest:

' - _
=Y S, NV (u, )

gdzie u, u'oznacza u, odpowiednio u, 1, a S jest macierza antysymetryczna spetiajaca (dla spojnosci):

S(u,u',7) = S(u) + O0(7).

Rzad doktadnosci integratora zachowujacego catke¢ w oparciu o dyskretyzacje jest okreslony przez S i przez
wybdér dyskretnego gradientu I(u,w’), tj. Przez S i macierz B, tensor M i wyzszego rzedu czesci I.
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