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1 Wstep

Odwzorowanie logistyczne stosowane jest do tworzenia modeli demograficz-
nych. Spopularyzowane zostalo w roku 1976 przez biologa Roberta Maya,
jako model demograficzny w sposob analogiczny do rownania logistycznego
Pierre’a Fracois Verhulsta.

Zapis matematyczny odwzorowwania logistycznego przedstawiamy w na-
stepujacy sposob:

X(N+1) = (KXn)(1-Xn)

W tym réwnaniu x,, jest liczba w przedziale (0,1) jako reprezentacja sto-
sunku istniejacej populacji do jej maksymalnej warto$ci. Parametr k miesci
sie w przedziale (0,4). To réwnanie nieliniowej réznicy ma na celu ukazanie
dwoch efektow:

e Pierwszym jest efekt reprodukceji. Zachodzi kiedy populacja bedzie ro-
sna¢ w proporcjonalnym tempie do jej obecnej ilosci w przypadku kiedy
jest ona niewielka.

e Drugim efektem jest wymieranie (zalezne od gestosci). W przypadku
tego efektu, tempo wzrostu bedzie zmniejszaé sie proporcjonalnie do
wartosci uwzglednionej teoretycznym maksimum populacji pomniejszo-
nej o jej aktualny stan.

2 Cel pracy

Glownym celem tej pracy jest przedstawienie pojecia odwzorowania logicz-
nego oraz zbadanie zaleznosci od parametru k za pomoca algorytmow zaim-
plementowanych w jezyku Python.



3 Odwzorowania logistyczne - zastosowanie

Wrzgledna prostota odwzorowania logistycznego sprawia, ze jest powszechnie
uzywana jako punkt wyjscia do rozwazan nad koncepcja chaosu. Z opisu do-
wiadujemy sie, ze systemy chaotyczne wykazuja duza wrazliwos¢ na warunki
poczatkowe (typowa wlasciwosé odwzorowwania logistycznego dla wiekszosci
k ktorych wartosci wahaja sie pomiedzy 3,57 a 4). Czestym zrodlem owych
warunkow jest to, ze odwzorowanie przedstawia powtarzajace sie zaginanie
i rozcigganie przestrzeni, na ktorej jest zdefiniowana. To rozciaganie i
zwijanie prowadzi nie tylko do stopniowej dywergencji sekwencji iteracji, ale
takze do wyktadniczej dywergencji, ktorej dowodem jest réwniez ztozonosé i
nieprzewidywalnos¢ chaotycznego odwzorowania logistycznego.

W rzeczywistosci wyktadnicza rozbiezno$¢ sekwencji iteracji wyjasnia zwia-
zek miedzy chaosem a nieprzewidywalnoscia, czyli maty btad stanu poczatko-
wego systemu, ktory bedzie odpowiadal duzemu btedowi stanu pdzniejszego.
W zwiazku z tym, prognozy dotyczace przyszlych stanéw staja sie
stopniowo gorsze gdy istnieja nawet bardzo male bledy w naszej
wiedzy o stanie poczatkowym. Ta cecha nieprzewidywalnosci i pozornej
losowoéci sprawita, ze réwnanie odwzorowania logistycznego zostato uzyte
jako generator liczb pseudolosowych we wczesnych komputerach
oraz szyfrowaniu danych.

Pomimo chaotycznej natury, mozliwe jest sformutowanie precyzyjnych
stwierdzen dotyczacych prawdopodobienistwa przysztego stanu w tym sys-
temie. Jesli (prawdopodobnie chaotyczny) uktad dynamiczny ma atraktor
(moze nim by¢ punkt, zamknieta krzywa lub fraktal),istnieje wowczas miara
prawdopodobienistwa, ktora okresla dtugoterminowa proporcje czasu spedza-
nego przez system w roéznych obszarach atraktora. W przypadku odwzoro-
wania logistycznego z parametrem k = 4 i stanem poczatkowym w (0,1)
atraktorem jest rowniez przedzial (0,1), a miara prawdopodobienistwa odpo-
wiada rozkladowi beta o parametrach a = 0,5 i b = 0,5.

4 Pare sléw o programie

Do rozwiazania problemu stworzylismy dwa trywialne skrypty w jezyku Py-
thon, z uzyciem bibliotek PyQt5 oraz PyQtGraph.



Rysunek 1: Diagram bifurkacyjny wygenerowany przez skrypt

5 Podglad wynikow

Przyktadowe wykresy zaleznosci x,, od generacji n dla zo = 0,5













0 Podsumowanie

Programy zachowuja sie zgodnie z przewidywaniami, wida¢ duzg wrazliwosé
na warunki poczatkowe. Widzimy, ze wspotczynnik k odgrywa duzo wicksza
role niz xy.
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8 Appendix

Wykresy dla xq = 0.1.
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