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1 Wstep

0Od wiekéw ludzkosé prébowata zrozumieé ruch cial niebieskich, czyli punktéw
na niebie, poruszajacych sie w nietypowy sposéb na tle odleglych gwiazd. Czesé z
nich jest i byta od tysiacleci dostrzegalna gotym okiem, lecz to dopiero w XVI w.
Mikotaj Kopernik przyjrzal im sie doktadniej i opracowal bardziej realistyczny
model naszego ukltadu stonecznego formulujac teorie heliocentryczna. Na pod-
stawie jej zalozen, w XVII wieku, Jan Kepler sformulowal trzy prawa, znane
dzisiaj jako prawa Keplera, w ktérych miedzy innymi jako pierwszy stwierdzit,
ze planety poruszaja sie po orbitach eliptycznych, ze stoncem znajdujacym sie
w jednym z ognisk danej elipsy. Prawa te zostaly pdzniej potwierdzone przez
Isaaca Newtona, ktéry stwierdzit ze sa one zgodne z jego zasadami dynamiki,
oraz prawem powszechnego ciazenia.



2 Cel Pracy

Celem pracy bylo narysowanie orbity planetarnej za pomocg rownan rézniczko-
wych drugiego rzedu w Pythonie.

3 Baza i r6wnania ruchu

3.1 Kod bazowy

Punktem wyj$ciowym do pracy nad projektem bylo napisanie kodu wykorzy-
stujacego rownania rézniczkowe drugiego rzedu do obliczenia ruchu czastki w
polu grawitacyjnym.

import math

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt

from vpython import x

vl = 22.
angle = 34.
g = 9.8

kf = 0.9
N = 25

vOx = vOxcos(anglexpi/180.)
vO0y = vOxsin (anglexpi/180.)
T = 2.xv0y/g

H = vOyxv0y/g

R = 2.xv0xx*xv0y/g

graphl = graph( title="Projectile_with_.Air_.Resistance’,
xtitle="x", ytitle="y’, xmax=R, xmin=R/20.,
ymax=8, ymin=—6.0 )
funct = gcurve(color=color.red)
def plotNumeric(k):
vx = v0xcos(anglexpi/180.)
vy = v0xsin (anglexpi/180.)

x = 0.0
y = 0.0
dt = vy/g/N/2
print (7 coooooooo X )
for i in range(3xN):
rate (30)
vx=vx — kxvxxdt

vy=vy — gxdt — kxvyxdt



X = X + vxxdt

y =y + vyxdt

funct . plot (pos=(x,y))

print (7 .%13.10f._%13.10f." %(x,y))

plotNumeric (kf)
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3.2 Roéwnania ruchu
Bazujac na prawie powszechnego cigzenia Isaaca Newtona
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gdzie r oznacza odlegloéé planety od gwiazdy, G to uniwersalna stala grawitacji,
a m i M oznaczaja odpowiednio masy planety i gwiazdy, lub ogdlnie obiektu o
masie mniej i wigkszej.
Réwnanie ruchu dla planet wyglada tak samo jak dla kazdego innego ciala, czyli
d’*x
f= =m— 2
ma = m—p (2)
gdzie sity F(9) to:
fo=F9ecos) = P9 (3)
; (4)

r= a2 + 42 (5)

fy = F9sing = F9
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Réwnania ruchu przedstawi¢ mozna za pomoca dwéch rownoczesnych réwnan
rézniczkowych drugiego rzedu
d’x x d%y

Yy
az = OM G g = M (6)

4 Rysowanie orbity

Bazujac na tym kodzie rysujacym ruch czastki z uwzglednieniem oporu powie-
trza dostosowano dane poczatkowe i obliczenia tak, aby mozna bylo za pomoca
nich symulowa¢ ruch planety po orbicie eliptycznej.



4.1 Kod

import math
import scipy

from vpython import x*

GM= 1.
x0 = 0.5
y0 = 0.
vx0 = 0
vy0 = 1.6
N = 500
r = 10
dt = 0.01

graphl = graph( title="Planetary.Motion’,
xtitle="x", ytitle="y")
funct = gcurve(color=color.red)

def plotNumeric(dt):

vx = vx0
vy = vy0
x = x0
y = y0
print (7 cocccooon b SRR y")
for i in range(3xN):
rate (30)
vx_temp = vx #Vn

vy_temp = vy

vx = vx — (GM/(r*rx*r))sxxxdt #Vn+l
vy = vy — (GM/(rx*rxr))xyxdt

X = X + vx_tempxdt #Xn+1
y =y + vy-tempxdt

funct . plot (pos=(x,y))

print (7 .%13.10f..%13.10f.” %(x,y))

plotNumeric (dt)



4.2 Wykres
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Rysunek 1: Wykres przestawiajacy eliptyczna orbite ciala niebieskiego

Podsumowanie

Orbita zostala narysowana co $wiadczy o tym ze udalo sie nam zaimplemento-
wac rownanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Zadanie zostalo wykonane.
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