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1 Wigzanie czastek kwantowych

Chcemy ustali¢, czy zasady mechaniki kwantowej maja zastosowanie wewnatrz
jadra. Dokladniej méwiac, w szkole dowiedzielidmy sie, ze jadra zawieraja neu-
trony i protony (nukleony) o masie mc? ~ MeV i jadrze wielkosci okoto 2 fek-
tometry. Musimy sprawdzié, czy te fakty sa zgodne z mechanika kwantowa i z
obserwacja moéwiaca, ze istnieje typowy odstep kilku milionéw elektronowoltéw
(MeV) miedzy stanem podstawowym i wzbudzonym w jadrach.

Ten problem wymaga od nas rozwiazania problemu wartosci wlasnej sta-
nu zwiazanego dla niezaleznego od czasu réownania Schrodingera. Mimo ze to
réwnanie jest réwnaniem rézniczkowym, ktére dobrze umiemy rozwiazac¢, dodat-
kowe wymaganie, ktére musimy rozwiazaé¢ dla stanéw zwiazanych, sprawia, ze
jest to problem wartosci wlasnej. W szczegdlnosci wymog stanu zwiazanego na-
rzuca warunki brzegowe na forme rozwiazania, co z kolei oznacza, ze rozwigzanie
istnieje tylko dla okre$lonych energii, energii wtasnych lub wartosci wlasnych.

2 Kwantowy problem wartosci wlasnej

Mechanika kwantowa opisuje zjawiska zachodzace w skalach atomowych lub
subatomowych. Jest to teoria statystyczna, w ktorej prawdopodobienstwo, ze
czastka znajduje si¢ w obszarze dx wokét punktu z, wynosi P = |(z)|?dz, gdzie
¥ (x) nazywamy funkcja falowa. Jesli czastka o okreslonej energii E poruszaja-
ca sie w jednym wymiarze do$wiadcza potencjalu V(z), jej funkcja falowa jest
okreslona przez zwykle réwnanie rézniczkowe (lub czastkowe réwnanie réznicz-
kowe dla wigcej niz jednego wymiaru), znane jako niezalezne od czasu réwnanie
Schrodingera: ,
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Chociaz méwimy, ze rozwiazujemy réwnanie dla energii E, w praktyce roz-
wiazujemy wektor falowy x. Energia jest ujemna dla stanéw zwiazanych, wiec
laczymy je za pomoca:
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Roéwnanie Schrodingera przyjmuje postac:
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Kiedy widzimy, ze czastka jest zwiazana, méwi sie, ze jest ograniczona ja-
kim$ skonczonym obszarem przestrzeni. Jedynym sposobem, aby mie¢ 1(z) z
calka skonczona, jest rozkladanie sie wykladniczo jako xlim +oco (gdzie poten-

cjal zanika):
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Podsumowujac, chociaz tatwo jest rozwigza¢ ODE za pomoca klasycznych
technik, to musimy réwniez wymagaé, aby rozwiazanie 1(x) jednoczesnie spel-
nialo warunki brzegowe. Ten dodatkowy warunek zmienia problem ODE w pro-
blem wartosci wlasnej, ktéry ma rozwiazania (wartosci wlasne) tylko dla niekt6-
rych wartosci energii E. Energia stanu podstawowego odpowiada najmniejszej
(najbardziej ujemnej) wartosci wlasnej. Funkcja falowa stanu podstawowego
(funkcja wlasna), ktéra musimy okreslié, aby znalezé jej energie, nie moze za-
wiera¢ weztéw i musi wynosi¢ okoto = = 0. Stany wzbudzone maja wyzsze (mniej
ujemne) energie i funkcje falowe, ktére moga by¢ nieparzyste (antysymetryczne).
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2.1 Model: Nucleon in a Box

Opisywane przez nas metody numeryczne sa w stanie obshuzy¢ najbardziej reali-
styczne potencjalne ksztatty. Jednak aby nawiaza¢ potaczenie ze standardowym
przypadkiem podrecznikowym i pozwoli¢ na pewne analityczne sprawdzenie,
uzyjemy prostego modelu, w ktérym potencjal V(z) jest skonczona kwadrato-
wa studnia:

| =Vo=-83MeV gdy |z| <a=2fm
Viz) = { 0 gdy |z| > a = 2fm

gdzie wartosci 83 MeV dla glebokosci i 2 fm dla promienia sa typowe dla jader
(sa to jednostki, w ktérych rozwiazujemy problem). Z tym potencjatem réwnanie
Schrodingera wyglada nastepujaco:
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Aby oszacowaé stosunek statych, wstawiamy c?, predkoéé swiatta do kwadratu,
zarowno do licznika, jak i mianownika:
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3 Podwdjne algorytmy

Rozwigzanie problemu z wartoscia wlasna laczy numeryczne rozwiazanie réwna-
nia rézniczkowego zwyczajnego z poszukiwaniem metoda prob i btedow funkcji
falowej, ktéra spetnia warunki brzegowe. Odbywa si¢ to w kilku krokach:

1. Zaczynajac od skrajnie lewej strony © = — X4, =~ —00, gdzie Xner > a.
Poniewaz w tym obszarze V = 0, analitycznym rozwigzaniem jest e=%*. W
zwiazku z tym zalézmy, ze funkcja falowa spelnia tam warunek brzegowy
lewej reki:

¢L($ = _Xmaw) = e+ﬁx = e_HXm,aw.

2. Mozna uzy¢ dowolnej metody rozwiazania ODE, aby wykonaé¢ krok ¢y, (z)
w kierunku poczatku (od prawej) od z = — X4, do osiagniecia pasujacego
promienia T,,qtch- Dokladna wartosé tego promienia dopasowania nie jest
wazna, a nasze ostateczne rozwiazanie powinno by¢ od niego niezalezne.

3. Zaczynajac od skrajnie prawej strony, czyli od © = +X;4: >~ +00 2
funkcja falowa, ktora spelnia prawostronny warunek brzegowy:

V(T = +hX pay) = €% = ¢ FXmae

4. Uzywajac dowolnej metody rozwiazywania ODE do kroku ¥g(x) w kie-
runku poczatku (po lewej) od © = +X,,,4, do osiagniecia pasujacego pro-
mienia Ty,qtcn. Oznacza to, ze przeszliSmy przez studnie potencjatu.

5. Aby prawdopodobiefistwo i prad byly ciagle przy © = paten, ¥(z) i
¥'(x) musza by¢ ciagle w tym punkcie. Warunkiem koniecznym jest aby

stosuneksz/((‘f))7 zwany pochodna logarytmiczna, byl ciagly, zamykal oba

warunki ciaglosci w jednym warunku i byl niezalezny od normalizacji 1.

6. Chociaz nie wiemy z wyprzedzeniem, ktére wartosci energii £ lub k sa
wartosciami wlasnymi, nadal potrzebujemy wartosci poczatkowej energii,
aby méc korzystaé z naszej metody rozwigzania ODE. W takim przypadku
rozwiazanie zaczynamy od oszacowania energii. Dobrym przypuszczeniem
dla energii w stanie podstawowym bylaby warto$¢ nieco wyzsza od war-
tosci na dnie studni, £ > —V]

7. Obliczamy réznice funkcje prawej i lewej fali aby sprawdzi¢ niezgodno$¢:
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gdzie mianownik jest uzywany w celu unikniecia zbyt duzych lub matych
liczb.



4 Nasz projekt
Uzyjemy réwnania falowego, aby rozwiaza¢ problem czastki w pudetku:

in n 8m2m
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gdzie:

- funkcja falowa lub funkcja wlasna

x - wspélrzedna w przestrzeni

m - masa

h - stala Plancka

FE - calkowita energia lub warto$¢ wtasna
V - energia potencjalna.

4.1 Wizualizacja czastek w pudetku

Teraz, aby uprosci¢ nasze réwnanie, zal6zmy, ze czastka znajduje sie w pudetku
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Czastka W Pudetku

Problem czastki w pudetku nie odpowiada zadnemu prawdziwemu systemowi
chemicznemu. Jego uzytecznos¢ w naszym kontekscie polega na tym, ze ilustruje
kilka cech mechaniki kwantowej. Energia potencjalna na barierze jest ustawiona
na nieskonczono$¢ (tj. Czastka nie moze uciec), a energia potencjalna wewnatrz
bariery jest ustawiona na 0. W tych warunkach mechanika klasyczna przewidu-
je, ze czastka ma réwne prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w dowolnej czesci
pudelka, a energia kinetyczna czastki moze mie¢ dowolna wartosé. Biorac pod
uwage to zalozenie, otrzymujemy rézne réwnania na energie czastki przy prze-
grodzie i wewnatrz pudeltka.

Na barierze V' jest nieskoficzone, a zatem czastka nie istnieje:
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Wewnatrz pudetka V' wynosi zero, a zatem fala moze mie¢ dowolna wartosé

skonczona:
d?>¢  8m’m
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Wewnatrz pudetka mozemy zmienié¢ uklad réwnania w nastepujacy sposéb:
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Jak wida¢ powyzej, funkcja falowa bytaby taka, ze gdyby byta rézniczkowana
dwukrotnie, to powinna dawaé te sama funkcje pomnozong przez E. Funkcja
sinus zachowuje sie w ten sposob:
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Teraz musimy oszacowaé wartosci stalych, o i A.Dla o uzywamy réwnan falo-
wych na barierach, gdzie funkcje falowe sa réwne 0.
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Teraz wstawimy wartos¢ dla a:
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Mozemy okresli¢ warto$¢ A, wymagajac znormalizowania funkcji falowej. Dzieje
sie tak, poniewaz czgstka musi istnie¢ gdzies w pudetku. Stad suma prawdopo-

dobiefnistwa znalezienia czastki w pudetku wynosi 1:
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Po wstawieniu wartosci, konicowe rownania fali i energii to:
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wyglada nastepujaco:
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5 Whnioski

Wynik jaki otrzymujemy:
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Istnieja regiony, w ktorych zaréwno VU, jak i ¥+ WU sa réwne zeru w tych samych
regionach. Nazywa sie to wezlem. Poziomy energii orbitali nie sa ciagle. Wy-
stepuja na dyskretnych poziomach, na co wskazuje lokalizacja weztéw. Wraz ze
wzrostem wartosci n wzrasta rowniez gesto$é fali wewnatrz pudelka.



