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1 Wstep

Roéwnanie postaci:

y™ = fla,y, 9,y D) (1)

nazywamy réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu n. Réwnanie to mozna
przeksztalcié w uklad n réwnan rzedu 1:

Yo=Yy, Y1=Y2 - Yo =F(@Y0,Y1, - Yn-1) (2)
Gdzie:
w=v, n=v, w=v, . yua=y""Y (3)
W postaci wektorowej powyzsze réwnania mozna zapisaé jako:
y' =F(z,y) (4)
Gdzie:
Y1
Y2
F(z,y) = : (5)
flz.y)

Rozwiazanie takiego ukladu wymaga znajomosci n warunkéw zewnetrznych.
Gdy warunki te dane sa dla tej samej wartosci x, problem ten nazywamy pro-
blemem zagadnienia poczatkowego. Numeryczne rozwigzanie mozna osiagnad,
na przyklad metoda Eulera, ktéra wykorzystuje rozwiniecie funkcji w szereg
Taylora do wyrazéw pierwszego rzedu:

y(@+h) =y(@)+y'(@)h (6)

Metoda ta jest jednak obarczona duzym bledem (blad skumulowany jest tu
rzedu O(h)) i latwo traci stabilnosé. Wymaga wigc bardzo matych krokéw h
w celu zachowania doktadnosci, to z kolei prowadzi do koniecznosci wykonania
wielu obliczen. Z tego powodu w praktyce stosuje si¢ bardziej zaawansowane
metody jak na przyktad metody Rungego-Kutty, ktorym po$wiecona jest ta
praca.



2 Metody Rungego-Kutty

Sekcja ta zawiera przedstawienie metod Rungego-Kutty rzedu 2, 4 oraz z kro-
kiem adaptacyjnym. W dodatkach znajduje sie ich implementacja w jezyku Py-
thon.

2.1 Metoda Rungego-Kutty rzedu 2

W celu poprawy dokladno$éi catkowania numerycznego mozna uzy¢ rozwiniecia
Taylora zachowujac wigksza iloSc wyrazow. Prowadzi to jednak do koniecznosci
obliczenia pochodnych wyzszych rzedéw. Metoda Rungego-Kutty rzedu 2 omija
ten problem, poprzez rozwiniecie funkci w szereg Taylora wokdl srodkowego
punktu przedziatu catkowania:

ft,y) = f(tng1/2, Yng1y2) + (E — tn+1/2)%(tn+l/2) (7)
Podczas catkowania drugi wyraz znika, co prowadzi do wzoru:
Ynt+1 = Yn + hf(tni1/2:Ynt1/2) (8)
Wartos¢ ¥, 11,2 mozna obliczy¢ metoda Eulera:
Ynt1/2 % Yn + %hf (tn: Yn) (9)

Ostatecznie algorytm przybiera postac:

Ynt+1 =¥n + ko (10)
k
k2 =hf (tn"‘;v}’n'i';) 5 kl :hf(tnayn> (11)

2.2 Metoda Rungego-Kutty rzedu 4

Wyprowadzenie metody Rungego-Kutty rzedu 4 jest znacznie bardziej skompli-
kowane (znaleZé je mozna w [2]). Metoda ta wykorzystuje rozwinigcie funkeji
w szereg Taylora wokél srodkowego punktu przedziatu do wyrazéw drugiego
rzedu. Prowadzi to do nastepujacych wzoréw:

1
Ynt1 =Yn + 5 (ki + 2ko + 2k3 + ky) (12)

h k
kl :hf(tnayn) k2:hf (tn+2»3’n+21>

h k
kghf<tn+,yn+ &

— ks =hf(t, +h,yn +k
D) 2> 4 (tn + h,yn + k3)



2.3 Metoda Rungego-Kutty z krokiem adaptacyjnym

Metoda z krokiem adaptacyjnym pozwala na automatyczne wyznaczanie kroku
w celu utrzymania bledu na okreslonym poziomie. Jest to robione z wykorzy-
staniem metod rzedu m i m+ 1. Oszacowanie btedu metody stopnia m uzyskuje
sie ze wzoru:

Eh) =ymi1(z+h) —ym(z+h) (13)

Metody te maja wspdlne punkty, w ktérych oblicza sie F(z,y), dzieki czemu
oszacowanie bledu wiaze si¢ ze znacznie mniejszym kosztem obliczeniowym niz
uzycie metody wyzszego rzedu. W wykorzystanym przez nas algorytmie uzyta
zostala metoda 4 i 5 rzedu. Krok jest automatycznie podwajany. Jesli btad
utrzymuje sie w akceptowalnych granicach, krok ten jest wykorzystywany aby
przyspieszy¢ dzialanie algorytmu. Jesli nie, nastepuje zmniejszenie kroku az btad
osiagnie akceptowalng warto$é. Wiecej o tej metodzie przeczytaé mozna [2] w
lub [3].

3 Przebieg pracy i wyniki

Pierwszym etapem pracy bylo zaimplementowanie metody drugiego rzedu i uzy-
cie jej do rozwiazania przykladowego réwnania. Na rysunku 1 zobaczyc mozna
rozwiazanie rownania:

2" +62° =0, v(0)=2'(0)=0, x(0)=1 (14)

Utozsamiajac druga pochodna z sila dzialajaca na czastke, jest to réwnanie dla
potencjalu opisanego wielomianem 6-tego stopnia. Funkcja taka bardzo szybko
rosnie, wigc zachowanie czastki powinno by¢ zblizone do ruchu w nieskonczonej
studni potencjalu. Rysunki odzwierciedlaja to przypuszczenie.

Na rysunkach 2-5 przedstawione zostaly rozwigzania metoda drugiego rzedu
o réznej dlugosci kroku, dla réwnania oscylatora harmonicznego:

Wt =0, v0)=2(0)=1, z(0)=0 w=n (15)

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja x = sin(nt) o okresie T = 2. Na ry-
sunkach, dla poréwnania, zostaly umieszczone rozwiazania analityczne. Widag,
ze dla duzych wartosci kroku rozwiazania sa niestabilne. Wraz ze zmniejszeniem
kroku rozwiagzanie numeryczne przybliza sie do analitycznego. Rysunek 6 przed-
stawia rozwiazanie tego samego réwnania przy wartosci poczatkowej v(0) = 2.
Widaé, ze okres oscylatora jest niezalezny od warunkéw poczatkowych.

W tabeli 1 przedstawione zostalo poréwnanie metod drugiego i czwartego

rzedu oraz metody z krokiem adaptacyjnym. Blad liczony jest wedlug wzoru:
ﬁ — szQ +;}2 — U(Z) (16)
E g

i uéredniony po wszystkich krokach. Interpretowa¢ to mozna jako wzgledne od-
chylenie od stalej wartoéci energii oscylatora. Kroki zostaly dobrane metoda



H Metoda Krok pocz. Iteracje Btad H

rk2 0.004 2001 6.24-107°
rkd 0.0107 751 5.55-107°
rk45 1.6 166 6.26- 1076

Tabela 1: Poréwnanie metod Rungego-Kutty

préb i bledéw tak, aby blad wzgledny byl tego samego rzedu. Wykresy dla
pozostalych metod nie wnosza nic nowego, wiec zostaly pominiete.

4 Podsumowanie

W pracy udato sie skutecznie zaimplementowaé¢ metody Rungego-Kutty 2 i 4
rzedu i metode z krokiem adaptacyjnym. Ukazany zostal wzrost doktadnosci
rozwiazania przy malejacym kroku. Widaé tez, ze metoda z krokiem adapta-
cyjnym daje rozwiazanie z bledem tego samego rzedu jak inne metody przy
najmniejszej liczbie iteracji.

RK2 RK2
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Rysunek 1: Rozwiazanie réwnania z” 4 62° = 0 metoda Rungego-Kutty 2 rzedu



H I
AT I
A Y]] .
\Tl AN ’ -
v \
2\/4

Rysunek 2: Rozwiazanie réwnania z” +722 = 0 metoda Rungego-Kutty 2 rzedu,
h=T/5
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Rysunek 3: Rozwiazanie réwnania z” +722 = 0 metoda Rungego-Kutty 2 rzedu,
h=T/10
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Rysunek 4: Rozwiazanie réwnania z” +722 = 0 metoda Rungego-Kutty 2 rzedu,
h=T/50
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Rysunek 5: Rozwiazanie réwnania z”/ + 722
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Rysunek 6: Rozwiazanie réwnania z”/ + 722
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A RK2

#!/usr/bin/env python3

from vpython import *
from numpy import zeros
from time import time

a=0.

b = 8.

#n = 100

flops = 0

ydumb = zeros((2), float)

y = zeros((2), float)
fReturn = zeros((2), float)

y[0] = 0.
y[11 = 1.
t =a
T = 2.

omega = 2xpi/T
A = y[1]/omega
h = T/500

print("Init. h: ", h)
err = 0.

sum_err = 0.

E=0.

Eexact = y[1]1*y[1]

def f(t, y, fReturn):
fReturn[0] = y[1]

fReturn[1] = -omega*omega*y[0]

def rk2Function(h, fReturn):
k1 = zeros((2), float)
k2 = zeros((2), float)
k1[0] = h * fReturn[O0];

k1[1] = h *fReturn[1]

for i in range(0, 2): ydumb[i] = y[i] + k1[i]l/2.
f(t + h/2., ydumb, fReturn)

k2[0] = h * fReturn[0];

k2[1] = h * fReturn[1]

for i in range(0, 2): y[i] = y[i]l + k2[i]

graph(x=0, y=0, width = 400, height = 400, title = ’RK2’,

xmin=0, xmax=8, ymin=-2, ymax=3, fast=False)

graphl =
xtitle = ’t’, ytitle = ’x’,
functl = gcurve(color = color.blue)

functl_a = gcurve(color = color.green)



graph2 = graph(x=400, y=0, width = 400, height = 400, title = ’RK2’,
xtitle = ’t’, ytitle = ’v’, xmin=0, xmax=8, ymin=-25, ymax=18, fast=False)
funct2 = gcurve(color = color.red)
funct2_a = gcurve(color = color.orange)
functl.plot(pos = (t, y[0]))
funct2.plot(pos = (t, y[11))
for t1 in range(0, 80):
functi_a.plot(t1/10, Axsin(omega*t1/10))
funct2_a.plot(t1/10, Axomega*cos(omega*t1/10))

sum_time = O.

while (t < b):
if ((t+h) > b): h =b - t
f(t, y, fReturn)
start = time()
rk2Function(h, fReturn)
t=t+h
flops = flops + 1
E = omegaxomegaxy[0]*y[0] + y[1]*y[1]
err = abs((E - Eexact)/Eexact)
sum_err += err
#print (E, Eexact)
stop = time()
sum_time += stop - start
functl.plot(pos = (t, y[0]))
funct2.plot(pos = (t, y[11))

print("time: ", sum_time)
print("error: ", sum_err/flops)
print("flops: ", flops)

B RKA4

#!/usr/bin/env python3

from vpython import *
from numpy import zeros
from time import time

a =0.

b 8.

n = 750

flops = 0

ydumb = zeros((2), float)



y = zeros((2), float)
fReturn = zeros((2), float)
y[0] = 0.

y[11 = 1.

t = a

T = 2.

omega = 2%pi/T

h = (b-a)/n

print("Init. h: ", h)
error = 0.

sum_err = 0.

E =0.

Eexact = y[1]xy[1]

def f(t, y, fReturn):
fReturn[0] = y[1]
fReturn[1] = -omegaxomegax*y [0]

def rk4Function(h, fReturn):

k1 = zeros((2), float)
k2 = zeros((2), float)
k3 = zeros((2), float)
k4 = zeros((2), float)

k1[0] = h * fReturn[0]; ki1[1] = h *fReturn[1]
for i in range(0, 2): ydumb[i] = y[i] + k1[i]/2.
f(t + h/2., ydumb, fReturn)

k2[0] = h * fReturn[0]; k2[1] = h * fReturn[1]
for i in range(0, 2): ydumb[i] = y[i] + k2[i]/2.
f(t + h/2., ydumb, fReturn)

k3[0] = h * fReturn[0]; k3[1] = h * fReturn[1]
for i in range(0, 2): ydumb[i] = y[i] + k3[i]
f(t + h, ydumb, fReturn)

k4[0] = h * fReturn[0]; k4[1] = h * fReturn[1]

for i in range(0, 2): y[i] = y[i] + (k1[il+2.*(k2[i]+k3[i])+k4[i])/6.

graphl = graph(x=0, y=0, width = 400, height = 400, title = ’RK4’,
xtitle = ’t’, ytitle = ’Y[0]’, xmin=0, xmax=8, ymin=-2, ymax=3)
functl = gcurve(color = color.blue)

graph2 = graph(x=400, y=0, width = 400, height = 400, title = ’RK4’,
xtitle = ’t’, ytitle = ’Y[1]’, xmin=0, xmax=8, ymin=-25, ymax=18)
funct2 = gcurve(color = color.red)

functl.plot(pos = (t, y[0]))

funct2.plot(pos = (t, y[11))

sum_time = O.



while (t < b):
if ((t+h) > b): h=Db - ¢t
f(t, y, fReturn)
start = time()
rk4Function(h, fReturn)
t=t+h
flops = flops + 1
E = omega*omega*y[0]*y[0] + y[1]*yl[1]
error = abs((E - Eexact)/Eexact)
sum_err += error
stop = time()
sum_time += stop - start
functl.plot(pos = (t, y[0]))

funct2.plot(pos = (t, y[1]))
print("time: ", sum_time)
print("error: ", sum_err)
print("flops: ", flops)

C RK45

#!/usr/bin/env python3

from vpython import *
from numpy import zeros
from time import time

a=0.

b = 8.

n=>5

flops = 0

ydumb = zeros((2), float)

y = zeros((2), float)
fReturn = zeros((2), float)

y[0] = 0.

y[11 = 1.

t =a

T = 2.

omega = 2%pi/T

h = (b-a)/n
print("Init. h: ", h)

def f(t, y, fReturn):

10



fReturn[0] = y[1]
fReturn[1] = -omegaxomegax*y [0]
Tol = 1.0E-8

err = zeros((2), float)
hmin = h/64; hmax = h * 64

Eexact = y[1]*y[1]; sum_err = 0.

def rk45Function(fReturn):
global t
global h
global flops
global sum_err
error = 0.;

k1 = zeros((2), float)
k2 = zeros((2), float)
k3 = zeros((2), float)
k4 = zeros((2), float)
k5 = zeros((2), float)
k6 = zeros((2), float)
k1[0] = h * fReturn[0]; ki1[1]
for i in range(2):
ydumb[i] = y[i] + k1[i]l/4
f(t + h/4, ydumb, fReturn)
k2[0] = h * fReturn[0]; k2[1]
for i in range(2):
ydumb[i] = y[il + 3*k1[i]/32 + 9*k2[i]/32
f(t + 3%h/8, ydumb, fReturn)
k3[0] = h * fReturn[0]; k3[1] = h * fReturn[1]
for i in range(2):
ydumb[i] = y[i] + 1932*k1[i]/2197 - 7200%k2[i]/2197 + 7296%k3[i]/2197
f(t + 12xh/13, ydumb, fReturn)
k4[0] = h * fReturn[0]; k4[1] = h * fReturn[1]
for i in range(2):
ydumb[i] = y[i] + 439%k1[i]/216 - 8%k2[i]
+ 3680%k3[i] /513 - 845%k4[i] /4104
f(t + h, ydumb, fReturn)
k5[0] = h * fReturn[0]; k5[1] = h * fReturn[1]
for i in range(2):
ydumb[i] = y[i] - 8*k1[i]/27 + 2xk2[i]
- 3544xk3[i] /2565 + 1895*k4[i]/4104 - 11xk5[i]/40
f(t + h/2, ydumb, fReturn)
k6[0] = h * fReturn[0]; k6[1] = h * fReturn[1]
for i in range(2):

h * fReturn[1]

h * fReturn[1]

11



err[i] = abs(k1[i]/360 - 128%k3[i]/4275
- 2197%k4[i]/75240 + k5[1]1/50 + 2*k6[i]/55)
if (err[0] < Tol or err[1] < Tol or h <= 2xhmin):
for i in range(2):
y[i] = y[i] + 25%k1[i]/216 + 1408xk3[i]/2565
+ 2197%k4[i]/4104 - k5[i]l/5
t=t+h

if (err[0] == 0 or err[1] == 0):

s =0
else:
s = 0.84*pow(Tol*h/err[0], 0.25)
if (s < 0.75 and h > 2*hmin):
h = h/2
elif(s > 1.5 and 2%h < hmax):
h = hx*x2
flops = flops + 1

E = omegaxomega*y[0]*y[0] + y[1]xy[1]
error = abs((E - Eexact)/Eexact)
sum_err += error

graph3 = graph(x=0, y=0, width = 400, height = 400, title = ’RK45’,

xtitle = ’t’, ytitle = ’Y[0]’, xmin=0, xmax=8, ymin=-2, ymax=3, fast=False)
funct3 = gcurve(color = color.blue)

graph4 = graph(x=400, y=0, width = 400, height = 400, title = ’RK45’,

xtitle = ’t’, ytitle = ’Y[1]’, xmin=0, xmax=8, ymin=-25, ymax=18, fast=False)
funct4 = gcurve(color = color.red)

funct3.plot(pos = (t, y[0]))

funct4.plot(pos = (t, y[1]))

sum_time = O.

while (t < b):
if ((¢t +h) >b): h=Db -t
f(t, y, fReturn)
start = time()
rk45Function(fReturn)
stop = time()
funct3.plot(pos = (t, y[0]))
funct4.plot(pos = (t, y[1]1))
sum_time += stop - start

print("error: ", sum_err/flops)
print("time: ", sum_time)
print("flops: ", flops)
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