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1 Wprowadzenie

1.1 Cel pracy

Celem niniejszego projektu bylo utworzenie symulacji komputerowej, ukazu-
jacej jej uzytkownikowi ruch wahadta podwojnego.

1.2 Wstep Teoretyczny
1.2.1 Modelowanie komputerowe

Modelowanie komputerowe jest obecnie najbardziej efektywnym narzedziem
analizy zlozonych probleméw nauki i techniki. Polega ono na stworzeniu symula-
¢ji - na pojedynczym komputerze lub kilku komputerach polaczonych w sieci, w
celu odtworzenia pozadanego zjawiska. Do tego celu wykorzystywany jest model
abstrakcyjny (komputerowy, obliczeniowy).

Podstawowa zaleta tej metody jest duza doktadno$é uzyskiwanych wynikow
oraz mozliwos¢ dynamicznej zmiany parametréw fizycznych modelu lub warun-
kéw jego pracy. Dzieki temu nie ma koniecznosci powtérnego konstruowania
wirtualnej reprezentacji analizowanego zjawiska lub obiektu.

Precyzyjne modelowanie zjawisk fizycznych jest mozliwe za pomoca skom-
plikowanego opisu matematycznego. Rozwiazanie go jest dostepne jedynie na
drodze numerycznej. Z uwagi na to, stosowanie dokltadnych modeli symulacyj-
nych niejednokrotnie wymaga ogromnych nakladéw obliczeniowych, co moze
przekracza¢ mozliwosci sprzetowe standardowych komputeréow osobistych. We
wspomnianym przypadku do przeprowadzenia symulacji stosuje si¢ zazwyczaj
tzw. Superkomputery, ktore swoja moca obliczeniowa znacznie przewyzszaja te
stosowane powszechnie na wlasny uzytek.

Prezentowany przez nas projekt nie wymagal duzych nakladéw obliczenio-
wych, ze wzgledu na stosunkowo prosty model matematyczny symulowanego
zjawiska, jakim jest ruch wahadla.



1.2.2 Wahadlo

Wahadlo to najprostszy uklad nieliniowy, ktéry moze stuzyé do opisu zjawisk
fizycznych. Zazwyczaj definiowany jest jako wyidealizowane cialo zawieszone w
jednorodnym polu grawitacyjnym, wykonujace drgania wokél poziomej osi (nie
przechodzacej przez $rodek ciezkosci tego ciala).

W mechanice wyrédznia sie dwa podstawowe modele wahadel: matematyczne
oraz fizyczne. Pojecie wahadla matematycznego (prostego) odnosi sie do punktu
materialnego, zawieszonego na niewazkiej nici, natomiast w przypadku wahadla
fizycznego mamy do czynienia z bryta sztywna.
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Rysunek 1: Poréwnanie modeli wahadel w mechanice

Dla wahadla matematycznego mozemy zapisa¢ nastepujace réwnania:
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1.2.3 Wahadlo podwédjne

Wahadlem matematycznym podwdjnym nazywa sie uktad mechaniczny o
dwoéch stopniach swobody, znajdujacy sie w stacjonarnym jednorodnym polu
sity ciezko$ci o przyspieszeniu g. Jest on ztozony z dwoch wahadel jednokrotnych
o masach my i msg, skupionych na koncach wahadel o ditugosciach l; i I3, z
ktérych drugie jest zamocowane przegubowo do pierwszego. Szkic geometryczny
uktadu przesdtawia rys. 2.



Rysunek 2: Schematyczne przedstawienie wahadla podwdjnego

Ruch wahadla odbywa sie w ustalonej ptaszczyznie, przechodzacej przez li-
nie pionu. ¢ i s to katy odchylen wahadel od pionu. Réwnania ruchu wahadta
mozna znalez¢ wykorzystujac formalizm lagranzowski. Wobec tego:

Wspbélrzedne i predkosci zawieszonych punktow:

(z1,y1) = (lusingr, —licospr)

(z2,y2) = (l1sinpr + lasings, —l1cospr — lacosps)

(Z1,71) = (lip1cospr, liprsings)

(Z2,72) = (l1p1cospr + lagacosps, l1p1sine: + lapasings)

Energia kinetyczna T i potencjalna U wahadta

1 1
T = §m1v12 + §m21122 =

1 . . 1 . .
= §m1($12 +91?) + §m2($22 +1j2?) =

1 . 1 . . ..
= §m1l12¢12 + §m2(512s012 + 1% G2% + 2l a1 pacos(p1 — pa)) =

1 . 1 . .9 .
= §(m1 +ma)li*61? + §m2122¢22 + malila@1’Ga’cos(p1 — p2)

U = mygys + magys = —(m1 + ma)glicospr — maglacosps



Na podstawie powyzszych rownan obliczono lagrangian ukladu L = T - U.
Wykorzystujac réwnania Lagrange’a

d , OL oL

(=)= 5~ =0,

dt 8(]]‘ aQJ
j=1,2

Znaleziono ré6wnania ruchu wahadlta podwdjnego

 Rga?sin(pr — o) + {Lsingr + gusin(2(p1 — 2))$1” — pitsingacos(p1 — g2)

e peos? (g1 — 2) — 1
(1)
L psin(2(e1 — p2))Pa” + iLsinpicos(p1 — ¢2) + Ap12sin(pr — p2) — iLsinps
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Réwnania (1) i (2) tworza uktad dwéch sprzezonych nieliniowych réwnan
zwyczajnych drugiego rzedu.

2 Materialy i Metody

2.1 Wiadomosci wstepne

W celu stworzenia symulacji poruszania sie opisanego we wstepie wahadta
podwdjnego, wykorzystaliSmy jezyk Python. Jest to jezyk programowania wy-
sokiego poziomu, ktory cechuje si¢ czytelnoscia i klarownoscia kodu zrédtowego
niejacych bibliotek, a takze tatwosci w tworzeniu wtasnych.

Wyjatkowo pomocna w tworzeniu naszego projektu byta biblioteka Pyga-
me. Zostala ona stworzona przez Pete Shinnersa i stuzy do sterowania multime-
diami. Do dzialania wymaga biblioteki SDL, dzi¢cki ktorej dostarcza modutdéw
pozwalajacych na wyswietlanie grafiki, odtwarzanie dzwiekéw, $ledzenie czasu,
obshuge myszy, joysticka i CD, czy tez renderowanie czcionek TTF. Jest ona
wieloplatformowa i umozliwia prace na réznych systemach operacyjnych. Dys-
trybuowana na zasadach licencji LGPL.



2.2 Dzialanie programu

Dzialanie programu jest bardzo intuicyjne. Symulacja opiera si¢ wylacznie na
wyzej wyprowadzonych réwnaniach ruchu wahadla podwdjnego (1) i (2) oraz
danych wprowadzonych przez uzytkownika do konsoli. Calo$é¢ poszczegdlnych
fragmentéw kodu (przedstawionych ponizej) jest kontrolowana i wywolywana w
petli controllerem.

ZdecydowaliSmy si¢ na wykorzystanie wspomnianej we wstepie biblioteki
Pygame, z uwagi na prostote tworzonego programu. Nie wymagal on od nas
generowania wizualizacji 3D, a jedynie pobierania danych i tworzenia na ich
podstawie animacji trajektorii.

import argparse
from simulation import Simulation

If __name__ == '__main__':

parser = argparse. (description="'Double pendulum simulator')

parser. args=2, type=int, requ
ution of the simulation window. [p: at: --res x y'
parser. ', type=int, requir 1se, d
Frame rate of the simulation. [
parser.

parser.

parser.
)
parser.
High valu
parser. . e e ed=False, defau 0,
Number of previou ions to track and show on path. © means infinite depth.'
parser. 0 ', type= , required=False, defaul 1,
value of teh gravitational acceleration used in simulation. [m/s"
parser. ' s type= , required=False, defaul
s of bodies in pendulum. [kgl Enter in form
parser. ' r gs=2, type= , required=False, de
n pendulum. [m] Enter in format
parser. 0 I 5 e , required=false, default=
='Initial angles of bodies in pendulum. [deg] Enter in format: --theta t1 t2')
parser. '--dtheta', nargs=2, type= required=False, default=

elp='Initial angular velocities of bodies in pendulum. [de
‘Enter in format: --dtheta dtl dt2')

args = parser. 0
sim = (args.res, args.fps, args.time, args.dt, args.scale, args.speed, args.path_depth,
args.ag, args.mass, args.length, args.theta, args.dtheta)

Na powyzszym screenie widzimy w jaki spos6b program pobiera argumenty
z terminala. Na ich podstawie, po uruchomieniu tworzy sie symulacja.



Widoczny ponizej fragment kodu jest odpowiedzialny za tworzenie gléwnego
okna symulacji. Generuje takze metodyke rysowania trajektorii ruchu wahadta
oraz odswiezania kolejnych klatkek.

COLORS = {

*BLACI
"RED' :

(self, re
self. width, self.height =
self.window = pygame.display. ((self.width, self.height))

pygame.display. ('Double pendulum simulation')
pygame.display. 0

pygame. font. 0
font_path = os.path.join(os.path. ile__), 'resources/RobotoMono.ttf')
self.font = pygame.font. (font_path,
(self, start,
pygame.draw.line(self.window, sel#.COLORSL'WHITE'], start, e
(self,
pygame.draw. (self.window, self.COLORSL'WHITE'I,

(self,

for point in (start,
pygame. draw. (self.window, self.COLORS['RED'], pathlpoint]l, pathlpoint - 11, 2

(self, il

text = self.font. tr, 1, self.COLORS['WHITE'])
self.window. (text,

@staticmethod
def O:

for event in pygame.event.get():
If event.type == pygame.QUIT:
pygame. )

(se.
pygame.display.

pygame. time.wait(
self.window.il1(self.COLORS['BLACK'])




rt numpy as np
scipy.integrate

f.mass_2 =
"langth_1, self.length_2
nitial_theta_1_deg,
“initial_d_theta_1_deg, initial_d_theta_2_deg =

nitial_theta_l =

initial_theta_1_deg)
“initial_theta_2 =

initial_theta_2_deg)
#.initial_d_theta_1_deg)
initial_d_theta_2_deg)

theta_1, d_theta_1, theta_2, d_theta_2 =
sine, cosine = np.sin(theta_1 - theta_2), np.cos(theta_1 — theta_2)
theta_1_dot, theta_2_dot = d_theta_1, d_theta_2

d_theta_1_dot = "mass_2 *

g * np.sin(theta_2) * cosine - self.mass_2 * sine %
length_1 * d_thata_l ** 2 % cosine +

“langth_2 * d_theta_2 #x 2
mas mass_2) # ag * np.sin(theta_1)) If.length_1
1

2 % sine - ag * np.sin(theta_2) +
% “length_2 % d_theta_2 +* 2 %
rmass_1 + self.mass_2 * sine % 2})

% np.
sine * cosina)

theta_1_dot, d_theta_i_dot, theta_2_dot, d_theta_2_dot

result = (self.derive, initial_conditions,
self.theta_1, I7.d_theta_1 = resultl:, @], resultl:,
. theta_2, “d_theta_2 = result(:, 2], result

length_1 % np.
“length_1 * np.

scaled_y_1 = se.
scaled_x_2
scaled_y_2

» scaled_x_1, scaled_y_1, scaled_x_2, scaled_y_2
“theta_1[i]), (self.theta_2[i]}

.d_theta_2[1])




Powyzszy kod przedstawia model wahadta wraz z metodami obliczeniowymi
oraz dodatkowymi metodami dla jednostek. Pobiera on wartosci poczatkowe i
dostarcza metody zwracajace dane w danej chwili czasu.

rt mumpy 2s np
display imporr Display
double_pendulum fmpore DoublePendulum

class Simulation:

time_range
ag

pandulum =
pendulum.
display

" running:

x_start, y_start = ( width : height / 3))
x_1_scalad, y_1_scaled, x_2_scaled, L ", pendulum.
start_pos = ( y_start}

alad, y_start - y_1i

aled, y_start - y_2_sc

X_1_raw, y_1_raw, X_2_raw, y_2_Taw " pendulum.
angle_1, angle_2 pendulum.
valocity 1, valocity : “ pendulum.

info_str = * } 105.2fm, ¥: {:05.2f}m, Angla: : q{
m_1_info_str _Taw, y_1_raw, angle_1 % 368, velocity_1)
m_2_info_str = info_str. ( _raw, y_2_raw, angle_2 % 360, velocity_2)

play. (start_pos, x_1_pos)
self.display. (x_1_pos, x_2_pos)

.path, f.path_depth)

display.
display.




Fragment kodu umieszczony na poprzedniej stronie to controller. Stuzy on
do tworzenia instance display oraz wahadla. W petli wywoluje takze pozostale,
przedstawione fragmenty kodu.

3  Wryniki

Uruchomiony program od strony uzytkownika wyglada nastepujaco. Wy-
Swietla on dane dla naszego wahadla podwojnego oraz zaznacza trajektorie jego
ruchu.

Double pendulum simulation

Mass 1 X: 00.91m, Y: -0.61m, Angle: 056.08deg, Velocity: -148.2deg/s
Mass 2 X: 01.91m, Y: -0.67m, Angle: 086.6deg, Velocity: ©8179.1deg/s
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Ponizsza ilustracja przedstawia symulacje dla wartosci dtugosci $ciezki réw-
nej zero.

Double pendulum simulation

Mass 1 X: 00.64m, Y: -0.89m, Angle: 835.6deg, Velocity: -061.2deg/s
Mass 2 X: 01.27m, Y: -0.12m, Angle: 140.8deg, Velocity: 0074.8deg/s

4 Podsumowanie

Wykorzystujac potencjat jezyku programowania jakim jest Python oraz jego
rozbudowane zaplecze bibliotek, udalo nam sie stworzyé¢ opisywany w celu pracy
projekt, majacy na celu symulowanie ruchu wahadla podwoéjnego. Odtworzenie
podobnego programu nie powinno stanowié¢ problemu, bazujac na zamieszczo-
nych przez nas fragmentach kodu.

Zasada dzialania symulacji nie jest skomplikowana i nie wymaga szerokie-
go spektrum wiedzy z zakresu fizyki. Calo$¢ zakreélanej w wynikach trajekto-
rii opiera si¢ na teorii opisanej przez nas we wstepie, a wiec dwoch wzorach
matematycznych, stuzacych do opisu ruchu wahadla podwdjnego. Od strony
uzytkownika program prezentuje sie czytelnie i wyswietla wszystkie niezbedne
parametry.
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5 Bibliografia

Zagadnienie wahadla podwdéjnego:

http://www.kms.polsl.pl/mi/pelne_29/04_29_60.pdf?fbclid=IwAR2Ny4qvFWvO_
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Plik z zaje¢ (ODE2 12.10 - 12.18 Chaotic Pendulum)
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