Adwekcja 1 réwnanie Burgersa

Karol Janik, Michal Kazanecki
17 grudnia 2020

1 Wstep
Podstawowym réwnaniem mechaniki ptynéw jest réwnanie cigglosci:
op(x,t -
WD) 4 G- (i) = 0 1)

Gdzie: p - gestoscé cieczy, v - predkosé ptynu.

Roéwnanie to méwi, ze zmiany gestosci cieczy w pewnej objetosci wynikaja
z r6znicy ilosci cieczy, ktora wplyneta do objetosci i tej, ktéra z niej wyplyne-
ta. Dla przeplywu jednowymiarowego ze stala predkoscia v = ¢, réwnanie to
przyjmuje postac:

Jdp op

Jest ono znane jako réwnanie adwekcji. Réwnanie to opisuje unoszenie pew-
nej substancji przez przeptywajacy plyn. Nietrudno sprawdzié, ze dowolna funk-
cja w postaci fali biegnacej: u(z,t) = f(x — ct), spelnia to réwnanie.

Innym fundamentalnym réwnaniem mechaniki plynéw jest réwnanie Bur-
gersa:

ou Ju
5 + Uz = 0 (3)
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Mozna na nie spojrze¢ jak na rownanie adwekcji, w ktérym predkosé fali
¢ = eu jest proporcjonalna do amplitudy. Powoduje to zmiane ksztaltu fali w
czasie. Wyzsze czesci fali beda przemiaeszczaé sie na front, w efekcie tworzac
ostry brdzeg, nazywany fala uderzeniowa.

W niniejszej pracy przedsawione zostang numeryczne rozwiazania wyzej wy-
mienionych réwnan. Glowna uwaga skupia si¢ na réwnaniu Burgersa, dla ktérego
poréwnane zostana dwie metody rozwiazania.



2 Algorytmy numeryczne

Sekcja ta zawiera przedstawienie wykorzystanych w pracy metod numerycznych
- metody Laxa-wendroffa i algorytmu skokowego. W dodatkach znajduje sie ich
implementacja w jezyku Python.

2.1 Metoda Laxa-Wendroffa dla réwnania adwekcji

Uzycie algorytmu skokowego dla réwnania adwekcji moze prowadzi¢ do niestabil-
nych rozwiazan. Lepsze efekty daje w tym przypadku metoda Laxa-Wendroffa,
ktora wykorzystuje réznice drugiego rzedu dla pochodnej czasowej:

ou 10%u , ,
u(z,t + At) = u(x,t) + EAt + iwAt (5)

Dokladne wyprowadzenie wzoru dla tej metody znalezé mozna w [2]. Przyj-
muje on nastepujaca postac:

wiger = AU+ B ag + (1= Phusg — 260~ Py ()

Gdzie = c% jest numerem Couranta, indeks i oznacza kolejne punkty w
przestrzeni, a indeks j kolejne punkty w czasie.

2.2 Algorytm skokowy dla ré6wnania Burgersa

Wyrazajac pochodne przy pomocy réznic centralnych otrzymujemy algorytm
skokowy:
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u(z,t + At) ~ u(x, t — At) — [u (x4 Az, t) . u?(z z,t) )
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Gdzie (3 jest numerem Couranta. Dla stabilodci rozwiazania wymagane jest
aby 6 < 1. Metoda ta moze prowadzi¢ do niestabilnych rozwigzan réwnania
Burgersa ze wzgledu na duze réznice miedzy wychyleniami kolejnych punktéw.
Lepsza stabilnos¢ osiaga sie wykorzystujac metode Laxa-Wendroffa.

2.3 Metoda Laxa-Wendroffa dla réwnania Burgersa

Podobnie jak wczesniej, wykorzystuje sie tu réznice drugiego rzedu. Doktadne
wyprowadzenie wzoru znalezé mozna w [1]. Ostatecznie przybiera on postaé:

Ui+l = Wij = (ufpr; —uiiy) +
2
+g (i +wig) (i ; —ufy) = (wig +wicag) (ui; —uiy ;)] (9)



Rysunek 1: Rozwiazanie numeryczne rownania adwekcji

3 Wyniki

Na rysunku 1 zobaczy¢ mozna rozwiazanie rownania adwekcji dla poczatkowego
ksztaltu w postaci rozkladu Gaussa. Wychylenie zostalo tu przedsawione w
funkcji czasu i polozenia. Tak jak sie spodziewaliSmy, jest to fala biegnaca w
kierunku dodatnim osi x. implementacje algorytnu znalezé mozna w dodatku A.

Rysuni 2 - 4 przedstawiaja rozwigzanie réwnania Burgersa metodami sko-
kowymi i Laxa-Wendroffa dla rosnacej wartoéci liczby Couranta. Poczatkowy
ksztalt sinusoidalny z biegiem czasu zmienia sie, tworzac ostry brzeg - fale ude-
rzeniowa. Dla § = 0.2 oba rozwigzania sa bardzo podobne. W okolicy ostrego
brzegu pojawiaja sie oscylacje, sa to artefakty numeryczne. Przy rosnacej liczbie
Couranta oscylacje te staja sie coraz mniej regularne, szczegdlnie w przypad-
ku algorytmu skokowego. Ponad to dla algorytmu skokowego pojawiaja sie one
wczesniej 1 wystepuja na calym przedziale x.

4 Podsumowanie

W pracy udalo sie skutecznie zaimplementowaé rozwiazania numeryczne réwna-
nia adwekcji i rownania Burgersa. W przypdaku réwnania Burgersa mogliSmy
zaobserwowaé spadek stabilnosci wraz ze wzrostem liczby Couranta. Bylo to
szczegblnie widoczne dla algorytmu skokowego.
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(a) Algorytm skokowy (b) Lax-Wendroff

Rysunek 2: Rozwigzanie numeryczne rownania Burgersa, § = 0.2
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(a) Algorytm skokowy (b) Lax-Wendroff

Rysunek 3: Rozwiagzanie numeryczne rownania Burgersa, 5 = 0.6
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(a) Algorytm skokowy (b) Lax-Wendroff

Rysunek 4: Rozwigzanie numeryczne rownania Burgersa, § =1



A Roéwnanie adwekciji

import numpy as np

m = 100; c = 1.
dx = 1./m; x =
beta = 0.8

# beta = cxdt / dx

dt = betaxdx / c

Tfinal = 0.5

n = int(Tfinal/dt); t = np.linspace(0,Tfinal,n+1)

u = np.zeros((n+l, m+1), float); ul0] = np.exp(-300.*(x-0.2)**2)

np.linspace(0,1,m+1)

for j in range(0, n):
for i in range(0, m-1):
ulj+1]1[i+1] = (1. - betaxbeta)*ulj] [i+1]
-(0.5%beta)*(1.-beta)*ulj] [i+2] +(0.5*beta)* (1. + beta)*ul[j] [i]

B Roéwnanie Burgersa
import numpy as np

m = 100; dx = 2%np.pi/m; x = np.linspace(0,2*np.pi,m+1)
beta = 0.2; eps = 1; dt = betaxdx/eps; T_final = 0.8
n = int(T_final/dt); t = np.linspace(0,T_final,n+1)

#Algorytm skokowy
u0 = 2*np.sin(x); u=np.zeros((n+l, m+1), float)
ul[0]=u0; ul[1]=u0
for j in range(1,n):
for i in range(1l,m):
ulj+1] [i]=ulj-1] [i]-betax0.5x ((ulj] [i+1])**2-(ul[j] [i-1])**2)

#Metoda Laxa-Wendroffa
w0 = 2*np.sin(x); w=np.zeros((nt+l, m+1), float)
w[0]=w0
for j in range(O,n):
for i in range(1l,m):
wlj+1]1 [i1=wlj] [i]-betax0.256* ((wl[j] [1+1])**2-(w[j] [i-1])**2)
+(betax*2)*0.125% ((w[j] [i+1]+w[jI [11)*((wlj] [i+11)**2-(w[j] [1])**2)
-(wljl [A1+w 3T [i-11)*((wlj] [11) **2-(w[j] [i-11)**2))
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