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Celem naszego ¢wiczenia bylo rozwigzanie ponizszego problemu przy uzyciu
metody Cranka - Nicolsona:

Mamy pret aluminiowy o dtugosci L = 1 [m] i szerokosci ,w”. Jest on izo-
lowany na calej dlugosci, ale nie na koncach. Poczatkowo pret ma jednakowsa
temperature 100°C, a nastepnie oba konce styka si¢ z lodowata woda o tempe-
raturze 0°C. Ciepto wyplywa tylko z nieizolowanych koncéw. Naszym zadaniem
jest okredli¢ jak z biegiem czasu bedzie sie zmienia¢ temperatura na calej dhu-
gosci tego preta.

Rysunek 1: Metalowy pret izolowany na calej dlugosci, ktorego konce stykaja
sie z lodem. Pret jest pomalowany na czerwono, a izolacja w jasniejszym kolorze

Temperatura poczatkowa preta i warunki brzegowe:

T(x,t=0)=100C, T(xr=0,t)=T(x=L,t)=0C.

Podstawowym faktem natury jest to, ze cieplo przeplywa od goracego do

zimnego, czyli z regionéw o wysokiej temperaturze do obszaréw o niskiej tem-
peraturze.
Szybkos¢ przeplywu ciepla przez material jest proporcjonalna do gradientu
temperatury w calym materiale.Catkowita ilos¢ ciepta w materiale w dowol-
nym momencie jest proporcjonalna do calki temperatury po objetodci mate-
riatu.Poniewaz energia jest zachowana, tempo spadku ciepta w czasie musi by¢
réwne ilosci ciepta wyplywajacego z materiatu. Po uzyskaniu tego bilansu energii
i zastosowaniu twierdzenia o rozbieznosci, otrzymujemy réwnanie ciepta:

AT (x,t)
ot

K _,
— 2 92P(x.t).
Cp

gdzie:
K jest przewodnoscia cieplna materiatu,
Q (t) to calkowita ilo$é ciepla,
C to cieplo wlasciwe materiatu,
p to jego gestosé
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Metoda Cranka-Nicolsona zapewnia wyzszy stopien dokladnosci réwnania
ciepta. Ta metoda oblicza pochodng czasowa z przyblizeniem centralnej réznicy,
w przeciwienistwie do wczesniej uzywanego przyblizenia réznicy w przéd. Aby
unikna¢ wprowadzenia btedu dla poczatkowego kroku czasowego, gdy znana jest
tylko pojedyncza wartosé czasu, metoda wykorzystuje przedzial czas, tak aby
czas byl przesuwany od czasu t do ¢t + %.

2

ar (At T(x,t+At) —T(x,t) AL
W(_,,;+ )_ N +0(A2).

Przyblizenie centralnej réznicy drugiej pochodnej przestrzeni dla czasu t =
t+ %, WYnosi:

, 82T At
(A2
2(Ax) 72 (m.t+ 2)
~ [T(x — Az, t + At) — 2T(x, t + At) + T(xz + Az, t 4+ At)]

+[T(zx— Ax, t) — 2T (x, t) + T(x + Az, t)] + O(Az?).
Z tego dostajemy ze rownanie roéznicy ciepla to:

I ; -
T; i1 T:.j:E[Ti Lit1 = 205500 + Tiga e + Ticg = 2005 4 Tiga gl

KAt

r=1iAzx, t=jAt, n= Py

Po zgrupowaniu razem wyrazen dotyczacych tej samej temperatury, otrzymuje-
my réwnanie z czasami przysztymi po lewej stronie réwnania i czasami obecnymi
po prawej stronie rownania:

15 1,j.||(—-i2)l.'_,.1 - Tig, j+1 =Tio1,j + (— -2)1.,,5'--?;.1,.!'-
i 7

To réwnanie reprezentuje niejawny schemat dla temperatury 7(4, j), gdzie stowo
Lhiejawne” oznacza, ze musimy rozwiazac¢ rownoczesne réwnania, aby otrzymad
pelne rozwiazanie dla calej przestrzeni. Natomiast jawny schemat wymaga ite-
racji, aby doj$¢ do rozwiazania.

Warunki brzegowe na koncach stupka dla wszystkich czaséw i przyblizone war-
tosci z pierwszej pochodne;j:

T . known, Ty,
To,jy1=To,j =0, Ty j41 =0, Tn, i =0.

known, Ty, ;. known,

Po przeksztalceniu réwnania tak, abySmy mogli uzy¢ tych znanych wartosci T'
do przesuwania rozwiazania j = 0 do przodu w czasie, wyrazajac to rownanie



jako zbiér réwnoczesnych réwnan liniowych (w postaci

jemy:

(2+2)

-1 {§~-2) -1

(5+2)

Toj1+Toj + (2 —2)Thj + T,
Tij+ (2 -2)T2; + T

T+ (2

= 2)T5; + Ty,

T, :;_,+(ﬁ—'2)Tn 2+ Tao1,j

Tn 2.,‘*—(% = 2)Ta-1,j + Tn,j + Tn,j+1

macierzowej) otrzymu-

Th,j41
T2 41

T3,5+1)

Ta-2j4+1

Th-1441

Wszystkie T po prawej stronie réwnania dla réznych pozycji sa w chwili obec-
nej: j, a dla dwoch koncow, ktérych T sa znane przez caly czas poprzez warunki
brzegowe, w przysztosci: 7+ 1. Réwnania Cranka — Nicolsona maja standardowsa,
postaé [A]x = b dla réwnan liniowych, macierz wsp6lczynnikéw [A] jest trdjdia-
gonalna (zerowe elementy, oprocz gléwnej przekatnej i dwéch przekatnych po

obu jej stronach).

a0 0 0
d2 e 0 0
az d3 c3 0
0 0 0 ay-1 dy.y en-
0o 0 o0 0 ayn dx

T by
T2 ba
T3 ba
TN-1 bn-1
TN by

Rozwiazujemy réwnanie macierzowe, manipulujac poszczegdlnymi réwnaniami,
az macierz wspoélezynnikéw bedzie gérnotrdjkatna z wszystkimi elementami
glownej przekatnej rownymi 1. Zaczynamy od podzielenia pierwszego réwna-
nia przez di, a nastepnie odejmujemy as razy pierwsze réwnanie, a nastepnie
podzielenie drugiego réwnania przez drugi przekatny element:



dy

c b
0 1 ﬁ 0 - e 0 . ba uzj
“ dy—aa o

0 . 0 T3 o

ag 3 €3 _ By
0 0 0 0 ay-1 dy-1  en-1

IN

0 0 0 0 0 ay dy by

Zakladajac, ze mozemy powtorzy¢ te kroki bez dzielenia przez zero, uklad

réwnan zostanie zredukowany do gérnej postaci tréjkatnej, gdzie h; = 2—1 i
p1 = 6—1. Nastepnie powtarzamy dla innych elementéw:
C; bi — aipi—1
hi = pi = ————

di —aihi—1’ d; —aihi_1

Wreszcie podstawienie wsteczne prowadzi do jednoznacznego rozwiazania
niewiadomych:

ri=pi—hzi-1; i=n—-1n—2,..., I, xnv=pn.
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Rysunek 2: Zaimportowanie potrzebnych bibliotek, takich jak matplotlib. Po-
danie ilosci krokéw czasowych - co najmniej 100. Zdefiniowanie macierzy.
from cmath i t sin, pi

t zeros

rt matplotlib.pylab
from mpl toolkits.mplo
from vpython ir *

Max = 281;

Tridiag (a, d, c, b, Ta, Td, Tc, Tb, x
Max = 2081
h =z (Max, f1 )
zeros(Max, float)
in range(1, n + 1):
Ta[i]
Tb[i]
Tc[i]
= Td[i]
h[1] = c[1] [/ d[1]
p[1] = b[1] / d[1]
for i in range(2, n + 1):
h[i] = c[i] / (d[i] - a[i] * h[i - 1])
pli] = (b[1] - a[i] * p[i- 1 ]) / (d[i] - a[i] * h[i - 1])
- p[n]

%[n]

for 1 in range(n - 1, 1, -1): x[i] = p[i] - h[i] * x[i + 1]

4




Rysunek 4: Okreslenie parametréw wykresu.
width = 1.8; height = 8.1; ct = 1.8
i in range(@, n): t[i, 8] =
i in range(1, m): t[e][i]
width / (n - 1)
height / (m - 1)
ct *ct *k /f (h*h)

j in range(1, m + 1):

t[1, j] = 8.8

t[n, j] = 9.8

i in range{2, n): t[i][1] sin(pi * h * i)

i in range(l, n + 1): Td[i] 2.+ 2./r
Td[1] = 1.; Td[n] = 1.

i in range(1, n + 1): Ta[i] = 3, Tc[i] = -1.8;
Ta[n - 1] = 8.8; Tc[1] = B.8; i 8.8; Th[n] = 6.8
print("I'm w d, or ih int 1

Rysunek 5: Podanie rozwigzania ukladu rownan. Wizualizacja wykresu.
for j in range(2, m + 1):
print(3)
for i in range(2, n): Tb[i] = t[i - 1][F - 1] + t[i + 1][j - 1] + (2 / r - 2) * £[i][] - 1]
¢, b, Ta, Td, Tc, Th, %, n)

, ¥ = p.meshgrid(x, y)

functz(t):
z = t[X, Y]

return z

Z = functz(t)

fig = p.figure()

ax = Axes3D(fig)
ax.plot_wireframe(X, Y,
ax.set_xlabel
ax.set_ylabel( 'tir
ax.set_zlabel(
p-show()

print("Fi
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Wygenerowalismy wykresy dla 3 réznych ilosci skokéw czasowych, kolejno
dla: 50, 100, i 150:
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Rysunek 6: Z powyzszych wykreséw mozemy wywnioskowaé ze przy zastosowa-
niu metody Cranka - Nicolsona, zmiana iloéci krokdéw czasowych nie wplywa na
otrzymywany wynik. Temperatura jest wyrazona w [100°C], czas w [s], a pozycja
w [cm].

Podsumowujac, zwykle schemat Cranka — Nicolsona jest najdoktadniejszym
schematem dla malych krokéw czasowych. W przypadku wiekszych krokéw cza-
sowych schemat niejawny dziala lepiej, poniewaz jest mniej wymagajacy obli-
czeniowo. Jasny schemat jest najmniej dokladny i moze by¢ niestabilny, ale jest
tez najlatwiejszy do wdrozenia i najmniej intensywny liczbowo.
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