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1 Wprowadzenie

1.1 Cel Pracy

Celem niniejszego projektu bylo odnalezienie potencjatu elektrostatycznego
dla wszystkich pnktéw, znajdujacych si¢ wewnatrz nienaladowanego kwadratu,
przedstawionego na ponizszej ilustracji.
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Rysunek 1: Po lewej: zacieniony obszar przestrzeni w kwadracie, w ktorym okre-
Slamy potencjal elektryczny rozwigzujgc réwnanie Laplace’a. Na gorze znajduje
sie przewdd o statym napieciu 100V i przewdd uziemiajgcy (przerywany) po bo-
kach i na dole. Po prawej: obliczony potencjal elektryczny jako funkcja x i y.
Rzuty na zacieniong plaszczyzne xy sq¢ liniami ekwipotencjalnymi (konturowy-
mi).

Dno i boki tego regionu sktadaja sie z przewodow, ktére sa ,uziemione”.
Goérny przewdd jest podlaczony do akumulatora, utrzymujacego go na statym
poziomie 100V.

1.2 Wstep teoretyczny
1.2.1 Potencjal elektryczny

Energia potencjalna tadunku w polu elektrycznym zalezy od wielkosci tego
tadunku, wobec tego do opisu pola elektrycznego lepiej postugiwaé sie energia
potencjalna przypadajaca na jednostkowy tadunek czyli potencjalem elektrycz-
nym. Potencjal elektryczny definiujemy jako energie potencjalna pola
elektrycznego podzielona przez jednostkowy ladunek.

Vir) = E,(r) _ Woor
q q

W uktadzie SI jednostka potencjatu elektrycznego jest wolt (V); 1V = 1J/C.

Potencjal pola ladunku punktowego Q wynosi:

Q

Vir)y=k .

Obliczony potencjal okresla prace potrzebna do przeniesienia jednostkowego

tadunku z nieskonczonosci na odleglo$é r od tadunku Q. Potencjal charaktery-
zuje pole elektryczne, jednak nie zalezy od umieszczonego w nim tadunku.



Jednym ze sposob6w graficznego przedstawienia pola elektrycznego jest wy-
rysowanie linii pola. Sa to linie w kazdym punkcie styczne do kierunku pola. Po
nich poruszalby sie nie zaklécajacy pola dodatni tadunek prébny.

powierzchnia ekwipotencjalna

linia pola

Rysunek 2: Przyktad: Powierzchnie ekwipotencjalne dla pola centralnego

Nalezy podkresli¢, ze liczba linii natezenia pola elektrycznego przypadaja-
cych na jednostke powierzchni informuje nas o wielkosci natezenia pola elek-
trycznego.

1.2.2 Roéwnanie Laplace’a

Traktujemy caly kwadrat na Rysunku 1. jako granice z okre$lonymi napiecia-
mi. Jedli wyobrazimy sobie nieskonczenie mate izolatory umieszczone w gérnych
rogach "pudetka”, woéwczas uzyskamy zamknieta granice, w ramach ktérej roz-
wigzemy nasz problem. Poniewaz wartosci potencjalu sa podane ze wszystkich
stron, na granicy mamy warunki Neumanna i, zgodnie z ponizsza tabela, uni-
kalne i stabilne rozwiazanie:

Boundary Elliptic Hyperbolic Parabolic
Condition (Poisson Equation) (Wave Equation) (Heat Equation)

Dirichlet open surface  Underspecified Underspecified ~ Unique & stable (1-D)
Dirichlet closed surface  Unique & stable Overspecified Overspecified
Neumann open surface ~ Underspecified Underspecified  Unique & Stable (1-D)
Neumann closed surface Unique & stable Overspecified Overspecified
Cauchy open surface Nonphysical Unique & stable Overspecified

Cauchy closed surface ~ Overspecified Overspecified Overspecified

Rysunek 3: Relacja miedzy warunkami brzegowymi a niepowtarzalnoscig dla
réwnan rozniczkowych czgstkowych (RRC)



Z klasycznej elektrodynamiki wiadomo, ze potencjal elektryczny U(z) po-
wstajacy z tadunkow statycznych spelnia RRC Poissona:

VU (z) = —4np(z)
gdzie p(x) jest gestoscia tadunku. W wolnych od tadunkéw obszarach przestrze-

ni, to znaczy w regionach, w ktérych p(x) = 0, potencjal spelnia réwnanie
Laplace’a:

V2U(z) =0

Oba te réwnania sa eliptycznymi RRC o postaci majacej wiele zastosowan.
Rozwiazujemy je we wspolrzednych prostokatnych 2D:

0?U(z,y) 0°U(x,y) 0, Laplace’s equation,
o2 T oy

—4mp(x), Poisson’s equation.

W obu przypadkach widzimy, ze potencjal zalezy jednoczesnie od xiy. W
przypadku réwnania Laplace’a tadunki, ktére sa zrédtem pola, wchodza posred-
nio, okredlajac potencjalne wartosci w pewnym obszarze przestrzeni; w przypad-
ku réwnania Poissona wchodza bezposrednio.

2 Materialy i metody

2.1 Wiadomo$ci wstepne
2.2 Lattice PDE Implementation

Najbardziej ogélna forma RRC (ang. PDE) dla dwéch niezaleznych zmien-
nych wyglada nastepujaco:
2 2 2
0°U 9B 0°U 0°U ou ou

D B —F
Ox? + 8m8y+cay2 * Oz + Oy

gdzie A, B, C i F sa funkcjami zmiennych x i y.
Rozwiazuje ona problem kwadratu z Rysunku 1. (lewa strona).

Napiszmy teraz kod ustalajac, ze dlugo$é¢ pudetka L = N, = 100, dla
A =1

U(i7Nmax):99 (tOp), U(lvj):
U(Nmax,j) = 0 (right), Ui, 1) =

(left),

0
0 (bottom),



# LaplaceLine.py: Solve Laplace’s egtn, 3D matplot, close shell to quit
from numpy import =

import matplotlib.pylab as p;

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

print ("Initializing")
Nmax = 100; Niter = 70; V = zeros((Nmax, Nmax), float) # float maybe Float

print ( "Working hard, wait for the figure while I count to 60")

for k in range (0, Nmax-1): VI[k,0] = 100.0 # line at 100V
for iter in range (Niter): # iterations over algorithm
if iter%1l0 == 0: print( iter)
for i in range(l, Nmax-2):
for j in range(l,Nmax-2): V[i, 3] = 0.25x(V[i+1, J]1+V[i-1,3]+V[i, J+1]+V[i, 3 -1])

x = range (0, Nmax-1, 2); vy = range(0, 50, 2) # plot every other point
X, Y = p.meshgrid(x,y)

def functz (V) : # Function returns V(x, y)
z = VI[X, Y]
return z

Z = functz (V)
fig = p.figure() # Create figure

ax = Axes3D(fig) # plot axes
ax.plot_wireframe (X, Y, Z, color = 'r’) # red wireframe
ax.set_xlabel ("X") # label axes

ax.set_ylabel ('Y")
ax.set_zlabel (' Potential’)
p.show () # display fig, close shell to quit

Rysunek 4: Powyzszy screen przedstawia sugerowane rozwigzanie, ktore pochodzi
z pdf-a zalgczonego do zajec.

2.3 Tworzenie projektu

Nasz projekt zawiera w sobie pewne istotne réznice, w poréwnaniu do przed-
stawionego powyzej przyktadu, ktére oméwimy bazujac na poszczegdlnych frag-
mentach i wierszach. Najpierw jednak zalaczamy pogladowo screena catosci ko-
du:



matplotlib.pylab
mpl_toolkits.mplot3d Axes3D

0s

Sys

NMAX (sys.argv([1])
NITER = (sys.argvi2])
V = os.environ.get( numpy.zeros{ (NMAX, NMAX)

computing():
(

NMAX - 1): VIk

NMAX - 2):
(1, NMAX - 2)z VIi, §1 = * (VIL+1, j1 +# VIi -1, j1 + Vi, j + 11 + V[i

( NMAX -
( ]
.meshgridix, y)

Z = functz(X, Y)

fig = p.figure()
= Axes3D(fig)
.plot,
.set_xlabel('X"')
.set_xlabel('Y')
.set_xlabel(

__nhame__ =
main()

Rysunek 5: Calo$¢ kodu

Na poczatku kodu importujemy konieczne biblioteki. Biblioteke matplotlib.pylab
oznaczamy jako p, natomiast z biblioteki mpl-toolkits.mplot3d importujemy
wylacznie funkcje Azes3D.

Nastepnie definiujemy zmienne globalne (zgodnie z komentarzem, ktéry za-
miesciliémy powyzej): NMAX, NITER (lioczba iteracji petli funkeji computing)
oraz V. Zaznaczamy takze, ze w momencie wykonywania obliczen wyswietla sig
stowo ”Initializing”.



Funckja computing wylicza zmienne x oraz y z rownania Laplace’a, opi-
sanego we wstepie. Nastepnie funckja functz oblicza warto$¢ zmiennej z na
podstawie wyliczonych wezesniej x 1y (tak, aby wykres wy$wietlal sie w trzech
wymiarach). Funkcja main rysuje wykres na podstawie pozostalych, opisanych
funkcji.

Warto zaznaczy¢, ze nasz kod umozliwia uzytkownikowi samodzielne ustale-
nie danych wejéciowych (tj. NMAX oraz NITER). Opcja ta jest dostepna dzieki
dwom dodatkowym bibliotekom - sys i os. W kolejnej sekcji przedstawiamy w
jaki sposob przebiega rysowanie funkcji.

3 Wyniki

Rozpocznijmy od wizualizacji potencjatu dla danych domy$lnych. Wykres
wyglada nastepujaco:

Rysunek 6: Wizualizacja dla danych domyslnych



Dla danych ustalonych przez uzytkownika wpisujemy w terminalu python3

custom-potential.py 200 100, gdzie 200 i 100 to przyktadowe, ustalone przez
nas dane:

T
\\\&%%%M\{\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ a,

7
125 100 ©
50 200 175 190 777 porential

Rysunek 7: Wizualizacja dla ustalonych przez uzytkownika danych

Calosciowo output wyglada nastepujaco:

LJ Figure 1
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x=-2.2478, y=-4.3763, 2=10.6771




Whpisywanie komendy w terminalu:

Potential python3 custome_potential.py 200
Initializing...

4 Podsumowanie

Zadanie zostalo wykonane prawidlowo, przy jednoczesnym wprowadzeniu
drobnych zmian. W naszym kodzie dajemy uzytkownikowi mozliwosé wyboru
danych wejsciowych, jednak kod wciaz dziata prawidtowo i na tej samej zasadzie
co zalaczony przyklad. Pozostale zmiany obejmuja technike programowania.
W naszym kodzie wywolujemy tylko konieczne funkcje z danej biblioteki, nie
stosujemy *. Ponadto wprowadziliémy dla wygody pracy zmienne globalne.

4.1 Optymalizacja

Dodatkowa zmiana, wprowadzana juz po powstaniu powyzszego raportu,
byla zwiekszona optymalizacja kodu. Zalaczamy zmodyfikowany kod ponizej,
dla os6b zainteresowanych.

import argparse

import numpy

import matplotlib.pylab as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
import os

def func_z (X, Y):
return V[X, Y]

def compute ():
print (” Initializing ...”)



for k in range(0, NMAX — 1):
Vik, 0] = 100

for i in range(N.I):
if i % 10 = 0:
print (i)
for y in range(1l, NMAX — 2):
for x in range(1l, NMAX — 2):
Viy, x] = 0.25 = (V[y + 1, x] + V[y — 1, x]
+ V]y, x + 1] + V[y, x — 1])
range (0, NMAX — 1, 2)
y = range (0, 50, 2)
X, Y = plt.meshgrid(x, vy)
return X, Y

X

def main():
X, Y = compute ()
Z = func_z (X, Y)

fig = plt.figure()

ax = Axes3D(fig)

ax.plot_wireframe (X, Y, Z, color="r")
ax.set_xlabel (’
ax.set_ylabel (’
ax.set_zlabel (’Potential ")

X')
Y?)

plt .show ()

if __name_._ = 7 __main__":
parser = argparse.ArgumentParser ()
parser.add_argument(’——n_max’, type=int, required=False, default=100)
parser.add_argument(’——n_i’, type=int, required=False, default=70)
args = parser.parse_args ()

NMAX, N.I = args.n_max, args.n_i
V = os.environ.get (”V”, numpy.zeros ((NMAX, NMAX), float))

main ()
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Jest on jeszcze bardziej przyjazny uzytkownikowi dzieki zastosowaniu biblio-
teki argparse. Dziala szybciej, a zmienne ktére uzytkownik wprowadza samo-
dzielnie moga by¢ wpisane w dowolnej kolejnoéci. W poprzedniej wersji musia-
la zostaé¢ ona zachowana (najpierw NMAX, nastepnie NITER). Jesli dowolnie
wybrane zmienne nie zostang podane - program skompiluje sie dla zmiennych
domy$élnych, podanych w zadaniu.

5 Bibliografia

Kod oraz rozdzial 1.2.2 powstaly na podstawie prezentowanego na zajeciach
pliku pdf.
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