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1 Wstep

W przyrodzie naturalne jest to, ze cieplo przeptywa od goracego do zimnego,
czyli z regiondéw o wysokiej temperaturze do obszarow o niskiej temperaturze.
Ta zasade oddaje wyrazenie matematyczne stwierdzajac, ze szybkosé prze-
plywu ciepta H przez material jest proporcjonalna do gradientu temperatury
T w calym materiale:

H=—KVT(x,t)

gdzie K jest przewodnictwem cieplnym danego materiatu. Catkowita ilog¢
ciepta Q(t) w materiale i dowolnym momencie jest proporcjonalna do caltki
temperatury po objetosci materiatu:

Q(t) = [dxff,(}(x} Tix, &)

gdzie C to cieplo wlasciwe materialu, natomiast p to jego gestosc. Jako, ze
energia jest zachowana, tempo spadku Q w czasie musi by¢ réwne ilosci ciepta
wyplywajacego z materialu. Po uzyskaniu takiego bilansu energetycznego i
zastosowaniu twierdzenia o rozbieznosci, otrzymujemy réwnanie ciepta:
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Rownanie ciepla jest parabolicznym réwnaniem rézniczkowym czast-
kowym z przestrzenia i czasem, ktore sg zmiennymi niezaleznymi.
W naszym problemie ze nie ma wahan temperatury w kierunkach prostopa-
dlych do preta (v i z), wiec mamy tylko jedna wspolrzedna przestrzenna:
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2 Cel pracy

Mamy aluminiowy pret o dtugosci L = 1m i szerokosci wyréwnanej do osi X.
Jest on izolowany na calej dlugosci, poza koncami. Temperatura poczatko-
wa preta wynosi 100 C°. Nastepnie oba konice stykamy z lodowata woda o
temperaturze 0 C'°. Cieplo wyptywa tylko z nieizolowanych konicow. Naszym
zadaniem bylo napisanie programu w Pythonie, ktory pozwoli na okreslenie,
jak bedzie sie zmienia¢ temperatura na catej dtugosci preta.
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3 Rozwigzanie rownania rézniczkowego dla ciepta

PrzejdZzmy teraz do rozwiazania analitycznego naszego réwnania. Zaczynamy
od zalozenia, ze rozwigzanie rozdziela sie na iloczyn funkcji czasu i przestrze-
ni:

T(x,t) = X(z)T(t)

gdy podstawimy to do réwnania ciepta i podzielimy przez X (x) T (t),
otrzymamy:

d’X (z)

dT(t) , 12.C

dt C—pT(t) 5

gdzie k jest stala. Warunek brzegowy, ze temperatura przy x = 0 jest
rowna funkcji sinus dla X:

X(z) = Asinkzx



warunek brzegowy, ze temperatura jest roéwna zeru przy x = L, to wowczas
mamy:

smkl—10 = k. —apll,. »=Llsz
funkcja czasu jest zanikajaca w k i mamy, ze:
Tit) =€ kat/Ce - et =0 sk e kxt/Cp

gdzie n moze by¢ dowolng liczba catkowita, a An jest dowolna stata. Ja-
ko, ze nasze réwnanie ciepla jest liniowe, najbardziej ogélnym rozwigzaniem
bedzie liniowa superpozycja wszystkich wartosci n:

oo
T(x,t) = Z Ay, sin k,z e Fat/Cp

n=1

wspotezynniki An sg okreslone przez warunek poczatkowy, ze w czasie t
= 0 caly pret ma temperature T = 100 C°:

Thet =0 = Wk = Z A, sink,z = 100

n=1

dla funkcji sinusoidalnych An = 4T0/n7 dla n nieparzyste, co osta-
tecznie daje nasze rozwiazanie, czyli zaleznos¢ temperatury preta od potoze-
nia i czasu:
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T(w,t) = E =3 sin kpre k. Kt/(Cp)
nw
n=1,3....



4 Kod programu - Python

# aluminitum

from numpy import x
import matplotlib.pylab as p
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D

Nx = 101; # dlugosc preta

Nt = 40500; # ilosc obliczen

Dx = 0.03;

Dt = 0.9; # time step

KAPPA = 237.; # przewodnictwo ciepla
SPH = 900.; # cieplo wlasciwe

RHO = 2700.; # gestosc

T = zeros ((Nx, 2), float);

Tpl = zeros ((Nx, 181), float);

print ("pracuje ,_poczekaj...")

for ix in range(l, Nx — 1): TJ[ix, 0] = 100.0;

T[0, 0] = 0.0;

T[0, 1] = 0. # pierwszy i ostatni punkt w 0

T[Nx — 1, 0] = 0.;

T[Nx — 1, 1] = 0.0

cons = KAPPA / (SPH % RHO) % Dt / (Dx % Dx); # stala

m= 1 # counter for rows, one every 150 time steps

for t in range(1l, Nt): # iteracja czasu
for ix in range(l, Nx — 1): # skonczone roznice
Tlix, 1] = Tlix, 0] + \
cons x (T[ix + 1, 0] + \
Tlix — 1, 0] — 2. % T[ix, 0])
if t % 225 — 0 or t — 1:
for ix in range(l, Nx — 1, 2):
Tpl|ix, m| = T[ix, 1]
print (m)
m=m+ 1 # zwiekszanie m co 150 timestepow



for ix in range(l, Nx — 1): T|ix, 0] = T[ix, 1]
x = list (range(l, Nx — 1, 2))
y = list (range(1l, 140)) # co 10 punktow w y (zasieg)
X, Y = p.meshgrid(x, y) # siatka pozycji i czasu

def functz(Tpl): # funkcja zwraca temperature
z = Tpl[X, Y]
return z

Z = functz (Tpl)

fig = p.figure() # tworzenie figury

ax = Axes3D(fig) # rysowanie osi

ax.plot wireframe (X, Y, Z, color="b’) # kolor
ax.set xlabel(’Pozycja_|em]|’) # opisy osi
ax.set ylabel(’czas_|[s]|’)

ax.set zlabel(’Temperatura_|C]| ")

p.show () # shows figure, close Python shell
print ("skonczone_:)")



5 Wyniki i podsumowanie

Wynik pracy programu przedstawia ponizszy wykres:

[2] eanesadwial

Pokazuje on nam jak temperatura na catej dlugosci preta ulega zmianie
w czasie, spelniajac tym samym i rozwiazujac nasze zadanie
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