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1 Wstep

Gléwnym zadaniem naszego projektu jest opracowanie modelu propagacji fal na strunie. Wobec tego rozwazamy strune
przywiazana na obu koncach. Natepnie struna jest szarpana w jednym miejscu, w celu obserwacji pulsu przemieszcza-
jacego sie wzdltuz struny.

Gdyby tylko jeden koniec struny byl uwiazany, podczas gdy bedziemy potrzasa¢ wolnym koncem, utworzony zo-
stanie wzor fali stojacej, w ktérym wezly pozostaja na miejscu, a anty-wezly poruszaja sie tylko w gére i w dot.

2 Rownanie fal hiperbolicznych

Do naszych rozwazan uzyjemy struny o dlugosci L, ktéra przyczepimy do dwoch statych punktow. Linka posiada stalg
gesto$¢ p oraz naprezenie T. W badanym modelu pomijamy sily oporu ruchu. Ruch odbywa si¢ natomiast wzdluz
osi Y, a warto$é tego wychylenia polozenia zalezy od polozenia na osi X oraz czasu t — y(x, t). Zakladamy takze, ze
przemieszczenie @ oraz wychylenie % sa mate. Gdyby wyodrebni¢ nieskonczenie maty odcinek Az mogliby$my
zauwazy¢, ze réznica sktadowej pionowego naprezenia tworzy tzw. site przywracajaca. Sila ta dziata na ten odcinek

przyspieszajaco. Co mozemy zapisaé za pomocg praw Newtona w nastepujacy sposob:
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Zgodnie z tym co zatozyliSmy na poczatku wychylenia sa mate, z tego wynika, ze sin = tg = %. Stala c jest predkoscia
zalezng od przyjetych parametréow poczatkowych, a dokladniej naprezenia T oraz gestosci p. Zaznaczy¢é jednak trzeba,
ze predko$¢ c nie jest tozsama z predkoscia elementu struny g—g.

Do modelowania tego zjawiska zaimplementowaliSmy nastepujace wartosci statych:

rho
ten 4¢

sqrt(ten rho)

Rysunek 1: Parametry symulacji



Do parametru cl oraz ratio wrécimy jeszcze w dalszej czesci oméwienia.
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Rysunek 2: Warunki poczatkowe
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Rysunek 3: Inicjalizacja warunkéw poczatkowych

»Zeros” jest klasa biblioteki numpy, ktéra tworzy macierz o wymiarach (101, 3), wypelniona zerami. Klasa ta jest
nam potrzebna do obliczania krokéw czasowych réwnania.
Warunki poczatkowe pokazuja takze, ze drgania struny zostaly zadane w 2 punktach miedzy warto$ciami 0.



3 Rozwigzanie poprzez rozszerzenie w trybie normalnym

Mody normalne systemu oscylacyjnego z jakim tutaj mamy do czynienia oznaczaja ruch, w ktéorym wszystkie czesci
poruszaja sie sinusoidalnie z ta sama czestotliwoscia i ze stala zaleznoscia fazows.

Réwnanie (1) mozemy rozwinaé i rozwiazaé postugujac sie metoda rozdzielenia zmiennych.

Rozwiazaniem tego réwnania jest wynik dziala funkcji czasu i przestrzeni.

y(a,t) = X (2)T(t)

Stosujac ta metode otrzymujemy rozwiazanie réwnania w postaci dwéch rézniczek zwyczajnych.

d*T(t
ddt(z) + W' T(t) = 0
dX
daff) +E*X(x) =0
L def fd

Predko$¢ katowa uzalezniona jest od warunkow brzegowych, ktére okreslaja punkty zaczepienia struny — sa jej weztami.

X(x=0,t)=X(x=1t)=0

= X, (z) = A,sink,z, k,=——"—=, n=0,1,..
Rozwiazaniem dla skladowej czasu jest natomiast:

2
T, (t) = Cpsinwnt + Dypcoswit,  wp, = ncky = il

L

gdzie czestotliwos¢ n-tego modu normalnego bedzie stala. Oznacza to, ze czestotliwosé oscylatora, jest zdefiniowana
przez mod normalny. Warunek poczatkowy (rys. 3) zerowej predkosci, wymaga aby warto$¢ w Cn byla réwna zero.
Razem to wszystko sklada si¢ na réwnanie modu normalnego.

Yn(z,t) = sink,xcoswpt, n=0,1,..

Jest to pojedyncze drganie oscylatora, dla fali mozemy przedstawié¢ to réwnanie w postaci sumy.

4 Algorytm kroku czasowego

Wyjéciem dla tego algorytmu jest rownanie Laplace’a, ktére dotyczylo dwoch zmiennych w przestrzeni. Dla naszego
algorytmu beda to zmienne przestrzeni i czasu. Za pomoca réwnania Laplace’a dokonujemy dyskretyzacji réwnania
falowego do rézniczki. Zaczynamy od wyrazenia drugich pochodnych w postaci rézniczki zupelne;j.

Py Yyt Y1 =2y Y Y Yo — 20
oz~ (At)? Toox? T (Az)?

Po wstawieniu tych rézniczek do réwnania falowego (1) otrzymujemy:

Yij+1 T Yij—1 — 2Yi j _ Yig+1 +Yig1 — 2y;.;
c2(At)? (Ax)?

”

Réwnanie jak widaé zawiera dwie skladowe ,i” odpowiadajace skladowej x-owej oraz j odpowiadajace skltadowej
czasu. Jak widaé¢ sktadowa czasu ma 3 wartoéci, ktore okreslamy jako:
przesztosé (j - 1), terazniejszosé (j) oraz przyszlosé (j + 1).
Ostatnia sktadows, czasu wyliczamy znajac wartosci dwoch poprzednich standéw zgodnie z rownaniem:

2
c Az
Yig+1 = 2ij — Yij—1+ CTQ[yi—&-l,j +Yi-1,5 — 2¥i,5]; C/d:efE

Przy czym c‘ jest kombinacja numerycznych parametréow przestrzeni i czasu.



Inicjalizacja algorytmu nie moze nastapi¢ wprost poniewaz musimy znaé¢ przemieszczenie dla dwoch wartosci czasu,
a warunki poczatkowe daja tylko jedna warto$é. Problem mozna rozwiazaé ekstrapolujac (central difference — srodkowy
wyraz dla rozniczek skonczonych) z pozostalymi warunkami.
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Rysunek 4: Tlustracja kroku czasowego dla czasu i przestrzeni

ratio * (xi[i1 - 1, @] 2 * xi[i, @]1)

xi[i, 8] + ratio * (xi[i+1, 1] + xi[i-1, 1] - 2 * xi[i, 1])

s 1

xi[i, 1] = xi[i, 2]

Rysunek 5: Implementacja kroku czasowego

Implementacja kroku czasowego - pierwsza petla okresla pozycje kazdego punktu struny w momencie wzbudzenia
ruchu. W petli while natomiast sprawdzamy jak wygladaja dwa poprzednie punkty, zeby okresli¢ jakie wychylenie
uzyska punkt nastepny. Ostatnia petla czy$ci macierz przez co wizualizacja moze wykonywaé sie caly czas.



5 Wynik

E]hbpyﬂ]l

1 #! fusr/bin/python3

3 from vpyvthon import *

4 from numpy import zeros

S

& #elementy wizualizacji

7 scene = canvas (width=600, height=%00, title="Vibrating string')
8 string = curve(vector(Q, 0, 0}, retain=100, color=color.yellow, radius=2)
S balll = sphere{pos=vector {100, 0, 0), color=color.red, radius=2)
10 kall2 = sphere({pos=vector(-9%, 0, 0), color=color.red, radius=2)
12 #Parametry

13 rho = 0.01

14 ten = 40

15 c = sqgrt{ten/rho)

16 cl =

17 ratio = c¥c/f (cl¥*cl)

149 #incijalizacia
20 xi = zeros((l0l, 3), float)
21 for i in range(0, 10): xi[i, 0] = 0.
22 for 1 in range(lQ, 20): =xi[i, 0] = 0.05 * (i - 10) - 0.00%5
23 for i in range({2l1, 30): xi[i, 0] = -0.05 * {i - 20) + 0.015
ST for i in range (3L, 70): =xi[1i, Q] = 0.
25 for i in range({71, 80): xi[i, 0] = 0.05 * {i - 70) - 0.035
26 for 1 in range(3l, 90): =xi[i, 0] = -0.05 * (i - 30) + 0.04%5
27 for i in range(%l, 101): xi[i, 0] = O.
28 LT_Jfor i in range(0Q, 101):
29 string.append{vector{(2.0 * i - 100.0, 300. * xi[i, O], O))
S
31 #time step
32 for 1 in range(d, 100):
33 xi[i, 1] = =i[i, 0] + 0.5 *ratio * {(xi[i + L, 0] - 2 * xi[i, 0])
34 while 1:
35 rate (20)
36 for 1 in range(Q, 100):
37 xi[i, 2] = 2. % xi[i, 1] - xi[i, 0] + ratio * (xi[i+l, 1] + =xi[i-1, 1] - 2 * xi[i, 1])
33 =] for i in range(d, 101):
39 x =2, * i - 100

40 v o= 300. % (xi[i, 2])

41 if x = -93 or x = 100: v =0

42 - string.append({vectoxr(x, v, 0))

a2z H for i in range (0, 100):

44 xi[i, 0] = =xi[i, 1]

45 xi[i, 1] = =i[i, 2]

Rysunek 6: Program fale.py

6 Podsumowanie

Osiagnelismy cel naszego projektu opracowujac model propagacji fal na strunie oraz implementujac program fale.py.
Efekt dzialania naszego programu zostal zaprezentowany na filmiku zalaczonym do raportu.



