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1 Wprowadzenie

1.1 Cel pracy

Klasyczna czastka, przymocowana do sprezyny liniowej, podlega prostemu
ruchowi harmonicznemu z polozeniem w przestrzeni w funkcji czasu, wyrazo-
nym przez x(t) = Asin(wot + ¢). Celem naszego projektu bylo wykorzystanie
wspomnianej, klasycznej trajektorii czasoprzestrzennej z(t) do wygenerowania
kwantowej funkcji falowej ¢ (x, t), dla czastki zwiazanej z potencjatem oscylatora
harmonicznego.

1.2 Wstep teoretyczny
1.2.1 Czasoprzestrzenna propagacja Feynmana

Feynman poszukiwal takiego sformutowania mechaniki kwantowej, ktére uwi-
daczniatoby bardziej bezposrednie powiazanie z mechanika klasyczna niz czynita
to Teoria Schrodingera oraz podkreslalo statystyczna nature mechaniki kwan-
towej. W tym celu zainsprowal sie on sugestia Diraca: zasada najmniejszego
dzialania Hamiltona, ktéra mozna wykorzysta¢ do wyprowadzenia mechaniki
klasycznej, moze by¢ granicag h — 0 kwantowej zasady najmniejszego dzialania.
Widzac, ze zasada Hamiltona dotyczy Sciezek czasteczek w czasoprzestrzeni,
Feynman stwierdzil, ze kwantowa funkcje falowa, oposujaca propagacje czastki
swobodnej z punktu czasoprzestrzeni a = (x4, t,) do punktu b = (x,t;), mozna
wyrazi¢ jako:

Ulansts) = [ deaGlanstysa,ta)o(aas ) 1)
gdzie G - fukcja Greena lub propagator:
m(zy — x,)
ty; Tasta) = b, = . 2
G(xba by L ) G( (I) 27T2(tb _ta)exp[z 2(tb _ta) ] ( )

Réwnanie (1) jest forma zasady Huygensa, w ktérej kazdy punkt osrodka, do
ktérego dotarlo czolo fali (x,,t,) mozna uwazaé za zrédlo nowej fali kuliste;
G(b; a), ktéra rozchodzi sie do przodu w przestrzeni i czasie. Nowe czoto fali
¥ (xp, ty) powstaje poprzez sumowanie oraz interferencje ze wszystkimi innymi
falami.

Feynman zauwazyl, ze inng forma interpretacji réwnania (1) moze by¢é za-
sada Hamiltona, w ktérej amplituda prawdopodobienstwa (funkcja falowa 1))
dla czastki znajdujacej si¢ w punkcie B, jest rowna sumie wszystkich Sciezek w
czasoprzestrzeni, pochodzacych z czasu A i konczac na B (Rysunek 1).
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Rysunek 1: Metoda catkowa po Sciezce Feynmana w ujeciu mechaniki kwan-
towej; zbiér Sciezek laczy poczatkowy punkt A czasoprzestrzeni z koncowym
punktem B. Linia ciagla to trajektoria, po ktérej porusza sie klasyczna czast-
ka, natomiast linie przerywane to dodatkowe, prawdopodobne $ciezki czastek
kwantowych. Klasyczna czastka zdaje sie ”wiedzie¢” uprzednio, ze podruzujac
po klasycznej trajektorii minimalizuje akcje S.

Poglad ten obejmuje statystyczng nature mechaniki kwantowej, poprzez uka-
zywanie réznych prawdopodobienstw podrézy po innych $ciezkach. Wszystkie
one sa mozliwe, jednak niektore bardziej prawdopodobne. Wartosci prawdopo-
dobienstw $ciezek pochodza z klasycznej zasady najmniejszego dziatania Hamil-
tona:

Najbardziej ogbélny ruch czastki fizycznej, poruszajacej sie wzdtuz
klasycznej trajektorii z(¢) od czasu t, do czasu {, przebiega po torze,
w ktérym dziatanie S[Z(t)] jest ekstremum:

0S[z(t)] = Slz(t) + ox(t)] — Slz()] = 0 3)

ze Sciezkami ograniczonymi do przechodzenia przez punkty koncowe:

5($a> = 5(.’1?1)) =0

Powyzsze sformulowanie mechaniki klasycznej, opierajace sie na rachunku wa-
riacyjnym, jest réownowazne réwnaniom rézniczkowym Newtona (jesli dzialanie
S jest traktowane jako calka po linii prostej Lagrangianu wzdluz Sciezki):

ty
S[z(t)] :/ dtL[z(t),&(t)], L =T[z,&]—Vlx] (4)
tq
gdzie T - energia kinetyczna, V - energia potencjalna, & = 22

5t» a nawiasy kwa-
dratowe wskazuja funkcjonal funkeji z(t) oraz @(t)



Feynman zauwazyl, ze klasyczne dzialanie dla czastki swobodnej (V = 0),

jest powiazane z propagatorem czastki swobodnej (2) w nastepujacy sposéb:

m .
G(b,a) = | ———¢Sbal/n 6
(b,a) 2mi(ty — tq) (6)
Powyzsze rownanie bylo poszukiwanym zwiazkiem pomiedzy mechanika kwan-
towa a zasada Hamiltona. W poézniejszym czasie Feynman postulowal przefor-
mulowanie mechaniki kwantowej, ktore zawieraloby jej statystyczne aspekty,
wyrazajac G(b,a) jako sume wazona wszystkich $ciezek laczacych a z b.

G(b,a) = Z etSlbal/h (7)

paths
(path integral - calka po trajektorii)

W powyzszym réwnaniu klasyczne dziatanie S (4) jest rozpatrywane wzdluz
réznych Sciezek (Rysunek 1.), a jego wykladnik jest sumowany wzdluz $ciezek.
Suma (7) nazywana jest calkq po trajektorii, poniewaz sumuje si¢ po kacjach
S[b, a], z ktérych kazda jest catka. Istotnym powiazaniem pomiedzy mechanika
kklasyczna i kwantowa jest $wiadomo$é, ze w jednostkach A ~ 1073* Js dzia-
lanie jest bardzo duza liczba (S/h > 1020), zatem nawet jedli wszystkie Sciezki
wchodza w sklad sumy (7), gléwne sktadniki pochodza od tych sasiadujacych z
trajektoria klasyczna Z.

W rzeczywistosci, poniewaz S jest ekstremum dla trajektorii klasycznej, jest
takze stala pierwszego rzedu w wariacji Sciezek, w zwiazku z czym pobliskie
Sciezki posiadaja fazy, ktére zmieniajg si¢ ptynnie i stosunkowo wolno. W prze-
ciwienstwie do nich, Sciezki dalekie od trajektorii klasycznej sa wazone poprzez
szybkie oscylacje exp(iS/h), a gdy jest ich wiele, maja one tendencje do wza-
jemnego znoszenia sie. W klasycznej granicy & — 0 tylko pojedyncza
trajektoria klasyczna ma w tym swdj udzial i (7) staje sie woéwczas
zasada najmniejszego dzialania Hamiltona. Rysunek 2. przedstawia przy-
ktad trajektorii stosowanej w obliczeniach catkowych.
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Rysunek 2: Po lewej: Rozklad prawdopodobienstwa dla stanu podstawowego
oscylatora harmonicznego, okreslony za pomoca obliczenia catki po trajekto-
rii (klasyczny wynik ma maksima w dwoch punktach zwrotnych). Po prawej:
Sciezka kwantowa czasoprzestrzeni, wynikajaca z zastosowania algorytmu Me-
tropolisa

1.2.2 Stan splatany funkcji falowej
Do naszych obliczen musimy zastosowac jeszcze jedno wyrazenie funkeji Gre-

ena, ktére przyblizymy w ponizszym podrozdziale. Zal6zmy, ze Hamiltonian H
obstuguje spektrum funkcji wlasnych

kazda oznaczona indeksem n. Poniewaz H jest Hermitowskie, rozwiazania tworza,
kompletny zbiér ortonormalny, w ktérym rozwiazanie ogdlne:

—+oo

Y@, t) =Y ene Py, (x), o = / dzyl (x)(z, t = 0) (8)
n=0

— 00

gdzie warto$¢ wspoltczynnikow rozszerzalnosci ¢, wynika z ortonormalnosci v, .
Jesli podstawimy wspomniane ¢, z powrotem do rozwiniecia funkcji falowej (8),
otrzymamy tozsamosé:

+oo )
vlat) = [ doo 3005 (@o)ba(a)e B (.t = 0) 9)

— 00

Poréwnujac powyzsze réwnanie z (11), otrzymujemy rozszerzenie funkeji wlasnej

dla G:
G(x,t;0,t0 = 0) = Y ¥ (w0)ton (x)eFn! (10)

Odnosi sie to do funkcji falowej stanu splatanego poprzez wymog, aby wszystkie
Sciezki zaczynaly sie i kohczyly w pozycji przestrzennej xo = x, przyjmujac



to = 0 oraz przez dokonanie analitycznej kontynuacji (10) az do ujemnego czasu
urojonego (dopuszczalnego dla funkeji analitycznych):

Gla, —im;2,0) = Y (@)™ = o[~ P7 + [ [Pe 7 + .
! (11)
— [to(@)* = lim ™7 G(x, —ir;,0)

T— 00

Granica odpowiada w tym przypadku dtugim, urojonym czasom 7, po ktérych
elementy 1 o wyzszych energiach rozpadaja sie szybciej, pozostawiajac tylko
stan podstawowy .

Roéwnanie (11) zapewnia rozwiagzanie funkcji falowej stanu splatanego w po-
staci zamknietej, bezposrednio w kategoriach propagatora G. Juz wezesniej (roz-
dzial 1.2.1) ukazali$émy niektére wyniki obliczenn (Rysunek 2.). Cho¢ zaczeliSmy
od rozktadu prawdopodobienistwa, ktory osiaga szczyty w poblizu klasycznych
punktéw zwrotnych na krawedziach studni, jednak po dostatecznie duzej liczbie
iteracji otrzymalismy rozktad przypominajacy oczekiwany Gaussian. Po prawej
stronie widoczna jest trajektoria, ktéra zostala wygenerowana poprzez staty-
styczna zmiennosé klasycznej trajektorii z(t) = Asin(wot + ¢)

2 Materialy i Metody

2.1 Wiadomo$ci wstepne
2.1.1 Metoda Monte Carlo

Projekt wykonaliémy zgodnie z Metoda Monte Carlo. Jest ona stosowana
do matematycznego modelowania proceséw zbyt zlozonych (obliczania calek,
tancuchéw proceséw statystycznych) aby mozna bylo przewidzieé¢ ich wyniki
za pomocy klasycznego podejécia analitycznego. Istotna role odgrywa w niej
losowanie (wybér przypadkowy) wielkosci charakteryzujacych proces, przy czym
losowanie dokonywane jest zgodnie z rozktadem, ktéry musi by¢ znany.

2.1.2 Algorytm Metropolisa

Dokladnie Algorytm Metropolisa-Hastingsa - metoda statystyczna ty-
pu MCMC (prébkowania Monte Carlo tancuchami Markowa), pozwalajaca sto-
chastycznie oszacowywaé calki (takie jak estymatory) i rozklady prawdopodo-
biefistwa dla ztozonych systeméw, ktére sa zbyt trudne do modelowania ana-
litycznego, np. uktadéw wielowymiarowych. Narzedzie to jest wykorzystywane
miedzy innymi we wnioskowaniu bayesowskim i modelowaniu systeméw fizycz-
nych. Procedure te opisal po raz pierwszy publicznie zespét Metropolisa w 1953
r., a rozwinal ja Hastings w 1970 r.



Systemy wielowymiarowe obarczone sa zjawiskiem przeklenstwa wymiaro-
wosci, polegajacego na tym, ze wraz ze wzrostem liczby wymiaréw problemu,
liczba obserwacji potrzebnych do oszacowania ich cech wyktadniczo rosnie. Me-
tody Monte Carlo wykorzystujace tancuchy Markowa sg w duzej mierze odporne
na ten problem, poniewaz nie wymagaja rozwiazania analitycznego, ani nie prze-
szukuja calej przestrzeni problemu, lecz postuguja sie iterowanym prébkowaniem
stochastycznym, ktore z kazda kolejna iteracja coraz doktadniej skupiaja si¢ na
centralnych obszarach rozkladéw.

Wprowadzenie metod MCMC lacznie z rosnacg dostepnosécia komputeréw
umozliwilo przetamanie wielu ograniczen stojacych przed analiza ztozonych pro-
bleméw w naukach empirycznych, opartych wczesniej gtéwnie o uproszczone
metody ortodoksyjnej statystyki.

2.1.3 Biblioteki

Kod umieszczony w ksiazce, na podstawie ktérej powstawal niniejszy projekt
(”Computational Physics: Problem Solving with Computers”), oparty byl na bi-
bliotece visual. Obecnie nie jest juz ona obshigiwana w nowszych wersjach
jezyka Python, wobec czego podjeliSmy proby uruchomienia kodu na stronie
glowscript.org. Nie przyniosto to jednak efektu, gdyz pojawit si¢ error: Refe-
renceError: Can’t find variable: zeros. Wobec powyzszych przeszkdéd zmuszeni
bylidémy catkowicie zmieni¢ strukture programu zamieszczonego w literaturze w
taki sposob, aby wspétgrala ona z inna biblioteka. W tym celu postuzylidmy sie
biblioteka Matplotlib.

Matplotlib to biblioteka stuzaca do tworzenia wykreséw dla jezyka progra-
mowania Python i jego rozszerzenia numerycznego NumPy. Zawiera ona API
"pylab” zaprojektowane w taki sposdb aby bylo jak najbardziej zblizone do
MATLABa, przez co jest przystepna do nauki i codziennego uzytku. Matplotlib
zostal napisany i utrzymany gléwnie przez Johna Huntera. Jest dostepny na
licencji przypominajacej licencje BSD.

2.2 Tworzenie projektu

Zgodnie z przytoczonymi powyzej wiadomosciami wstepnymi, kod w naszym
projekcie powstal na podstawie programu QMC.py, zamieszczonego w ksiazce.
Okresla on prawdopodobienistwo stanu podstawowego poprzez integracje Sciezki
Feynmana, przy uzyciu algorytmu Metropolisa do symulacji wariacji na temat
klasycznej trajektorii. Na jego podstawie napisaliSmy podobny kod, jednakze
przy wykorzystaniu biblioteki Matplotlib. Dokladny opis dzialania programu
krok-po-kroku znajduje si¢ w przytoczonej literaturze (rozdzial 15.8.2). Ponizej
zalaczamy nasza interpretacje algorytmu.


glowscript.org

# QMC. py: Quantum MonteCarlo , Feynman path integration
import math

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import random as rand

from drawnow import drawnow

N, M = 100, 101

xscale = 10

path, prob = np.zeros ([M], float), np.zeros([M], float)
path_x, path_.y = [0 for _ in range(N)], [0 for _ in range(N)]
prob_x, prob_.y = [0 for _ in range(N)], [0 for _ in range(N)]

fig_tr , ax_tr = plt.subplots()
ax_tr.set_title (” Spacetime Trajectories”)
ax_tr.set_xlabel ("X”)
ax_tr.set_ylabel (70”)

fig_wv , ax_-wv = plt.subplots()
ax-wv.set_title (” Probability”)
ax-wv.set_xlabel ("X”)

ax_wv.set_ylabel (" Probability”)

def refresh_tr ():
ax_tr.plot(path_x, path_y)

def refresh_wv ():
ax_wv.plot (prob_x, prob_y)

def plotpath(path):
for i in range (N):
path_x[i] = 20 * path[i]
path_y[i] =2 % i — 100

def plotwvf(prob):
for i in range(100):
prob_x[i] = 8
prob_y[i] = 4
def energy (path):

sum. = 0
for i in range(N — 2):

sum_ += (path[i + 1] — path[i]) * (path[i 4+ 1] — path[i])

sum_ += path[i + 1] =*x 2



return sum-_

def main ():
old_E = energy (path)

while True:
element = int (N % rand.random())
change = 2 % (rand.random () — .5)
path [element] += change
new_E = energy (path)

if new.E > old_.E and math.exp(—new.E + old_.E) <= rand.random ():
path[element] —= change
plotpath (path)

elem = int (path[element] % 16 + 50)

if elem < O:

elem = 0
elif elem > 100:
elem = 100

prob[elem] +=1
plotwvf(prob)

old_.E = new_E
drawnow (refresh _tr)
drawnow (refresh_wv)

if __name__. =— ’__main__"’
main ()



3  Wyniki

Otrzymany przez nas wykres wyglada nastepujaco:
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Rysunek 3: Trajektorie w czasoprzestrzeni po uruchomieniu programu

Jego wyglad zmienia sie w czasie, stad po uplywie krétkiej chwili otrzymujemy:
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Rysunek 4: Trajektorie w czasoprzestrzeni po chwili od uruchomienia programu
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4 Podsumowanie

Podsumowujac, w niniejszym projekcie przedstawiliémy funkcje Greena jako
catke po trajektorii, ktora wymaga integracji Hamiltonianu wzdluz $ciezek i
sumowania po wszystkich Sciezkach, zgodnie z réwnaniem:

lim G(z,—it,xzo =2,0) [dry.dey_iexp[— fOT Hdr']
r—oo [ daG(z, —it,x0 = 2,0) [ dedr..dry_exp[— Jo Hdr']
1
— Wo(@)? = 5 lim /dxl...de_le—eg (12)

Z = lim [ dedzy...dzy_1e” ¢

Powyzsza catke po trajektorii rozwazamy jako sume wszystkich trajektorii
w sieci czasoprzestrzennej. Kazda préobna Sciezka wystepuje z prawdopodobien-
stwem opartym na jej dzialaniu; uzywamy algorytmu Metropolisa do uwzgled-
nienia fluktuacji statystycznych w potaczeniach, tak jakby znajdowaly sie one w
réwnowadze termicznej. Im wiecej iteracji wykona algorytm, tym wiecej czasu
posiada otrzymana funkcja falowa aby zréwnowazy¢é sie ze stanem podstawo-
wym. Otrzymane przez nas wyniki sa zatem zgodne z zalozeniami projektu.

5 Bibliografia
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Wykorzystana biblioteka
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