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1 Wprowadzenie

Aby zrozumieé¢, na czym polega problem komiwojazera i dlaczego jest tak pro-
blematyczny, oméwimy pokroétce klasyczny przykitad problemu.

Zrodlo: Wikipedia

Wyobraz sobie, ze jestes sprzedawca i otrzymate§ mape podobna do tej wyzej.
Widzisz, ze mapa zawiera 36 lokalizacji, a Twoim zadaniem jest odwiedzi¢ kazda
z nich, aby dokonaé¢ sprzedazy.

Zanim rozpoczniesz podrédz, prawdopodobnie bedziesz chcial zaplanowaé
trase, aby zminimalizowa¢ czas podrézy. Na szczescie ludzie sa w tym caltkiem
dobrzy, mozemy z tatwoscia wytyczy¢é w miare dobra trase bez koniecznosci ro-
bienia czegos wiecej poza zerknieciem na mape. Kiedy znalezliémy trase, ktora
naszym zdaniem jest najlepsza, jak mzemy sprawdzi¢, czy trasa, ktorg wybrali-
$my jest naprawde optymalna?

Krétko moéwiac, nie mozemy - przynajmniej nie praktycznie.

Aby zrozumieé¢, dlaczego tak trudno jest udowodnié¢ optymalng trase, roz-
wazmy podobna mape zaweirajaca 3 lokalizacje, zamiast oryginalnej - zawie-
rajacej 36 lokalizacji. Aby znalezé trase, najpierw musimy wybraé lokaliza-



cje startowq z trzech mozliwych miejscowosci na mapie. Nastepnie do wyboru
mamy dwa miasta dla drugiej lokalizacji, a na koniec zostato jedno miasto, aby
ukonczy¢ trase. Oznaczaloby to, ze do wyboru jest w sumie 3 X 2 x 1 réznych
tras.

Oznacza to, ze w tym przyktadzie do wyboru jest tylko 6 réznych tras. Tak
wiec, w przypadku, gdy mamy tylko 3 lokalizacje obliczenie kazdej z 6 tras i
znalezienie najkrotszej $ciezki jest trywialne. Bardziej spostrzegawcze osoby
mogly zdaé sobie sprawe na czym polega problem juz na pierwszy rzut oka.
Liczba mozliwych tras jest silnig od liczby miejsc do odwiedzenia, a problem z
silniami polega na tym, ze rosna one niezwykle szybko!

Wracajac do naszego pierwotnego problemu, jezli chcemy znalezé najkrotsza
trase dla naszej mapy 20 lokalizacji, musieliby$my oszacowac
371993326789901217467999448150835200000000 roznych tras! Nawet przy
nowoczesnej mocy obliczeniowej jest to strasznie niepraktycze, a w przypadku
jeszcze wigkszych probleméw jest prawie niemozliwe.

2 Szukanie Rozwigzania

Znalezienie rozwigzania problemu komiwojazera wymaga wyspecjalizowanego
algorytmu genetycznego. Na przyklad prawidlowe rozwigzanie musiatoby re-
prezentowac trase, w ktorej kazda lokalizacja jest uwzgledniona tylko raz. Jesli
trasa zawiera jedna lokalizacje wiecej niz raz lub catkowicie pominela lokalizacje,
nie byloby to poprawne rozwiazanie.

Aby algorytm genetyczny rzeczywiscie spelnial ten wymog, potrzebne sa
specjalne typy mutacji i metod krzyzowania.

Metoda mutacji powinna umozliwia¢ tylko tasowanie trasy, nie powinna ni-
gdy dodawaé ani usuwaé lokalizacji z trasy, w przeciwnym razie grozitoby to
stworzeniem nieprawidlowego rozwiazania. Jednym z typéw metod mutacji,
ktérych mozemy uzyé jest mutacja zmiany.

W przypadku mutacji zmiany, dwie lokalizacje na trasie sa wybierane losowo,
a nastepnie ich pozycje sa po prostu zamieniane. Na przyklad, jesli zastosujemy
mutacje swap do listy [1,2,3,4,5] mozemy otrzymac [1,2,5,4,3]. Tutaj pozycje 3 i
5 zostaly zamienione, tworzac nowa liste z dokladnie tymi samymi wartosciami,
tylko w innej kolejnosci. Poniewaz mutacja zmiany polega tylko na zamianie
wczesniej istniejacych wartosci, nigdy nie utworzymy listy, ktéra ma brakujace
lub zduplikowane warto$ci w poréwnaniu z oryginatem. Tego wlasnie chcemy
w przypadku problemu komiwojazera.
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Jedng z metod skrzyzowania, ktéra jest w stanie wygenerowaé prawidtowsa
trase, jest uporzadkowane skrzyzowanie. W tej metodzie wybieramy podzbior z
pierwszego rodzica, a nastepnie dodajemy ten podzbiér do potomstwa. Wszelkie
brakujace wartosci sa nastepnie dodawane do potomstwa od drugiego rodzica w
celu ich znalezienia. Aby lepiej to zrozumie¢ spojrzmy na przyktad.

RODZICE
1 2 3 4 5 6 7 8 9

POTOMSTWO

Podzbiér trasy jest pobierany od pierwszego rodzica (6,7,8) i dodawany do
trasy potomstwa. Nastepnie brakujace lokalizacje tras sa dodawane w kolejnosci
od drugiego rodzica. Pierwsza lokalizacja na trasie drugiego rodzica to 9, ktéra
nie znajduje sie na trasie potomstwa, wiec jest dodawana na pierwszej dostepne;j
pozycji. Nastepna pozycja na trasie rodzicow to 8, znajduje sie na trasie po-
tomstwa, wiec jest pomijana. Proces ten trwa do momentu, gdy potomstwo nie
bedzie mialo pustych wartosci. Jesli zaimplementowano poprawnie, wynikiem
koicowym powinnaby¢ trasa zawierajaca wszystkie pozycje, ktore wykonali ro-
dzice, bez brakujacych lub zduplikowanych pozycji.



3 Implementacja algorytmu

Najpierw zdefiniujemy klase, ktora bedzie reprezentowata populacje. Konstruk-
tor klasy tworzy nastepujace pola bag do reprezentowania calej populacji, pa-
rents do reprezentacji kilku wybranych, score do przechowywania wyniku naj-
lepszego chromosomu w populacji, best do przechowywania najlepszego chro-
mosomu oraz adjacency mat macierz sasiedztwa, ktorej bedziemy uzywaé do
obliczenia odleglosci w kontekscie TSP.

class Population:
def __init__(self, bag, adjacenty_mat):
self .bag = bag
self .parents = []
self.score = 0
self.best = None
self.adjacency_mat = adjacenty_mat

Roéwniez stworzymy funkcje init  population do losowego generowania pierw-
szej populacji.
def init_population(cities, adjacency_mat, n_population):
return Population (
np.asarray([np.random.permutation(cities) for _ in range(
n_population)]),
adjacency_mat,

)

Teraz potrzebujemy metody, ktora okresli sprawno$é chromosomu. W kontek-
Scie problemu komiwojazera sprawnos$¢ definiuje sie w bardzo prosty sposob:
im krotszy dystans catkowity, tym bardziej sprawny i lepszy jest chromosom.
Przypomnij sobie, ze wszystkie potrzebne informacje o odlegltosci sa przecho-
wywanie w macierzy sasiedztwa. Mozemy obliczy¢ sume wszystkich odleglosci
miedzy dwoma sgsiednimi miastami w sekwencji chromosomow.

def fitness(self, chromosome):
return sum(

L
self.adjacency_mat [chromosome[i], chromosome[i+1]]
for i in range(len(chromosome) - 1)
]
)

Nastepnie oceniamy populacje. Moéwiac najprosciej, ocena sprowadza sie do
obliczenia przystosowania kazdego chromosomu w calej populacji, okreslenia,
kto jest najlepszy, przechowania informacji o wynikach i zwrocenia wektora
prawdopodobienistwa, ktorego kazdy element reprezentuje prawdopodobieristwo,
ze i-ty element w zbiorze populacji zostaje wybrany jako rodzic. Stosujemy
podstawowe przetwarzanie wstepne, aby zapewnié, ze najgorszy chromosom nie
ma aboslutnie zadnej szansy na wybranie



def evaluate(self):
distances = np.asarray(
[self.fitness (chromosome) for chromosome in self.bag]
)
self.score = np.min(distances)
self .best = self.bagldistances.tolist().index(self.score)]
self .parents.append(self.best)
if False in (distances[0] == distances):
distances = np.max(distances) - distances
return distances / np.sum(distances)

Teraz stworzymy metode select, ktorej zadaniem bedzie wybranie k liczby ro-
dzicow, ktorzy beda podstawa dla nastepnego pokolenia. Uzywamy prostego
modelu ruletki, w ktérym poréwnujemy wartosé¢ wektora prawdopodobieristwa, i
losowa liczbe pobrang z rozktadu jednorodnego. Jesli wartosé wektora prawdo-
podobieristwa jest wyzsza, odpowiedni chromosom jest dodawany do wtasnych
rodzicéw. Powtarzamy ten proces, az bedziemy mieé¢ k rodzicow.

def select(self, k=4):
fit = self.evaluate()
while len(self.parents) < k:
idx = np.random.randint (0, len(fit))
if fit[idx] > np.random.rand():
self .parents.append(self.bag[idx])
self .parents = np.asarray(self.parents)

Teraz najwazniejsza cze$¢, implementacja mutacji. Mutacje opisaliSmy w po-
przednim rozdziale.

def swap(chromosome):
a, b = np.random.choice(len(chromosome), 2)
chromosome [a], chromosomel[b] = (

chromosome [b],

chromosome [a],
)

return chromosome



def crossover (self, p_cross=0.1):
children = []
count, size = self.parents.shape
for _ in range(len(self.bag)):
if np.random.rand() > p_cross:
children.append(list(self.parents[np.random.randint
(count, size=1)[0
11
else:
parentl, parent2 = self.parents[np.random.randint (
count, size=2),
]
idx = np.random.choice(range(size), size=2, replace
=False)
start, end = min(idx), max(idx)
child = [None] * size
for i in range(start, end + 1, 1):
child[i] = parent1[i]
pointer = 0
for i in range(size):
if child[i] is None:
while parent2[pointer] in child:
pointer += 1
child[i] = parent2[pointer]
children.append(child)
return children

def mutate(self, p_cross=0.1, p_mut=0.1):
next_bag = []
children = self.crossover(p_cross)
for child in children:
if np.random.rand() < p_mut:
next_bag.append (swap(child))
else:
next_bag.append (child)
return next_bag

3.1 Dodatkowe metody

W tym podrozdziale zajmiemy sie dodatkowymi metodami, ktére pozwola ge-
nerowa¢ wspolrzedne miasta i odpowiadajace im macierze sasiedztwa.

def generate_cities(n_cities, factor=0.2):
x = np.asarray(range(int(-n_cities / 2), int(n_cities / 2) + 1, 1
))
y = np.sqrt(n_cities *x 2 / 4 - x #** 2)
return np.asarray(list(zip(x,y)))

generate cities generuje n losowych wspolrzednych miast w postaci tablicy
numpy. Teraz potrzebna metoda, ktora utworzy macierz sasiedztwa na podsta-
wie wspotrzednych miasta.



def make_mat (coordinates):
res = [
[get_distance(cityl, city2) for city2 in coordinates] for
cityl in coordinates
]

return np.asarray(res)

def get_distance(cityl, city2):
return np.sqrt((cityl1[0] - city2[0]) =*x 2 + (cityl[1] - city2[1
1) #x 2)

Funkcja pomocnicza do rysowania $ciezki wraz z odpowiednimi wspoltrzednymi
miasta.

def print_path(best, city_coordinates):
points = city_coordinates[best]
x, y = zip(*points)
plt.plot(x, y, color='skyblue', marker='o"')
plt.show ()

Stworzymy teraz 100 falszywych miast i uruchomimy algorytm genetyczny, aby
zoptymalizowaé sciezke. Jesli algorytm z powodzeniem znajdzie optymalna
sciezke, bedzie to pojedyncza krzywa od jednego korica poétkola w pelni po-
taczonego do drugiego korca.

cities = range(100)
city_coordinates = better_generate_cities(len(cities))
adjacency_mat = make_mat (city_coordinates)
best, history = genetic_algorithm(
cities,
adjacency_mat,
n_population=500,
selectivity=0.05,
p_mut=0.05,
p_cross=0.7,
n_iter=6000,
print_interval=500,
verbose=False,
return_history=True,
)
plt.show ()
print (best)
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Generation O0: 3136.0756854145816
Generation 500: 729.1945091938047
Generation 1000: 553.9423036123877
Generation 1500: 400.0095906722208
Generation 2000: 379.43806161584513
Generation 2500: 375.9221319772076
Generation 3000: 373.96566697095267
Generation 3500: 370.69902591673235
Generation 4000: 354.35352986043705
Generation 4500: 346.13028286649615
Generation 5000: 339.70177451397956
Generation 5500: 337.2379099506411

[5, 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 22, 23, 30, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42,
43, 44, 45, 46, 47, 48, 88, 87,
86, 85, 84, 83, 82, 81, 80, 79,
78, 77, 76, 75, 74, 73, 72, T1,
70, 69, 68, 67, 66, 65, 64, 63,
62, 61, 60, 59, 58, 57, 56, 55,
54, 53, 52, 51, 50, 49, 29, 28,
27, 26, 25, 24, 21, 20, 19, 12,

11, 10, 4, 3, 2, 1, 0, 89, 90, 91

, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99]

Algorytm wydaje sie by¢ zbiezny, ale najlepsza zwrocona Sciezka nie wydaje sie
by¢ sciezka optymalna, poniewaz nie jest to posortowana tablica od 0 do 99, jak
sie spodziewamy. Warto zauwazy¢, ze algorytm znalazl co$, co mozna nazwac
segmentami optymalnymi: zawuazamy, ze istnieja odcinki sciezek, zawierajace
kolejne liczby, czego oczekiwalibysmy na optymalnej Sciezce. Optymalnag sciezka
bedzie posortowanie tej tablicy i wykreslenie grafu:
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