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Problem
Przyczepiona do liniowej sprezyny czastka w podejsciu klasycznym,
zostaje wprawiona w prosty ruch harmoniczny z potozeniem w
przestrzeni w funkcji czasu podanym przez x(t) = Asin (wot + ¢).
Naszym zadaniem jest wygenerowanie kwantowej funkcji falowej
Y(x,t) za pomoca funkgji x(t).

A
By progresywna

liniowa

Rys.1: Wykres zaleznosci sity P od odksztatcenia f dla sprezyn
(charakterystyka sprezyny).
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria

Szukajac bardziej bezposredniego sformutowania mechaniki klasycznej niz
teoria Schroedingera, Feynman poszedt krokami Diraca, ktéry méwit, ze
zasada najmniejszego dziatania Hamiltona moze by¢ granicg A — 0
kwantowej zasady najmniejszego dziatania.

Zauwazywszy, ze zasada Hamiltona wyjasnia droge czasteczek przez
czasoprzestrzen, Feynman postulowat, ze kwantowa funkcja falowa

opisujaca propagacje czastki swobodnej z punktu w czasoprzestrzeni
a=(xa,t;) do b= (xp,tp,) moze by¢ opisana zaleznoscia:

D0t t) = [ BxaG 1 5165, )0 0 ), M

gdzie G, to funkcja Greena:

G (Xb, th; X, 5) = T e [i’"(x"‘x"’)z] (2)
PRt I it - ) T 2t -ty
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria
Feynman zauwazyt, ze innym sposobem interpretacji réwnania 1 jest
przedstawienie zasady Hamiltona, w ktérej amplituda
prawdopodobienstwa (funkcja falowa 1) dla czastki, aby sie znalazta w

punkcie B, jest réwna sumie wszystkich Sciezek przez czasoprzestrzen
rozpoczynajacych sie w czasie A i konczacych sie w B (rys. 2).

Time \

Position

Rys.2: Trajektoria czastki - wykres czasu od potozenia.
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria

To podejscie uwzglednia statystyczng nature mechaniki kwantowej -
posiadamy rézne mozliwe drogi czastki, o réznym prawdopodobienstwie.
Tutaj mozemy zauwazy¢ réznice miedzy teoriag Schroedingera, a teorig
Feynmana. Ta piersza rozwiazuje funkcje falowe i uwaza Sciezki za
klasyczna koncepcje.

Wartosci prawdopodobienstwa dla danej drogi mozna wyznaczy¢
korzystajac z zasady najmniejszego dziatania Hamiltona.

Najbardziej ogdlny ruch czastki poruszajacej sie po klasycznej trajektorii
x(t) od czasu t, do t, odbywa sie po torze, takim ze dziatanie S[X(t)]
jest ekstremum:

05[x(1)] = S[x(t) + ox(t)] - S[x(t)] = O, (3)

gdzie droga odbywa sie miedzy punktem A i B, czyli §(x;) = 0(xp) = 0.
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria

Jesli dziatanie S przyjmuje sie jako catke krzywoliniowg Lagrangianu
wzdtuz:

S[x()] - ft:bL[x(t),X(t)]dt, L= Tl A]-V[x], (4)

gdzie T jest energia kinetyczna, V energia potencjalng, to to
sformutowanie mechaniki klasycznej jest réwnowazne réwnaniom
rézniczkowym Newtona.

Feynman zaobserwowat, ze klasyczne zachowywanie sie swobodne;j
czastki (V =0)

m (x6 -~ x:)°

Slb.al= 560~ t) = 5= =)

7 (5)

jest powigzane z propagatorem czastki swobodnej (2) przez
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria

Réwnanie 6 jest waznym zwiazkiem miedzy mechanika kwantowa, a
zasadg najmniejszego dziatania. Po tym przetomie, Feyman postulowat
przeformutowanie mechaniki kwantowej, ktére uwzgledniatoby jej aspekty
statystyczne, wyrazajac G(a, b) jako:

S[b, a]
h

G(b,a)= ) expi (7)

paths

Réwnanie 7 jest nazywane catkowaniem po trajektoriach (path integral).
Tutaj klasyczna akcja S 4 jest sumowana wzdtuz réznych Sciezek 2, a
wyktadnik dziatania jest sumowany po Sciezkach.

Warto zauwazy¢, ze dziatanie S jest bardzo duza liczba, wiec nawet jesli
wszystkie trajektorie wchodza w sume 7, to gtéwne wktady pochodzg od
Sciezek przylegajacych do klasycznej trajektorii X.
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria

W rzeczywistosci, poniewaz S jest ekstremum dla klasycznej trajektorii,

Sciezki maja fazy ktére zmieniajg sie ptynnie i stosunkowo wolno.

Natomiast $ciezki dalekie od klasycznej trajektorii sa wazone przez szybko
oscylujace exp [%] a gdy jest wiele sciezek, to maja tendencje do
anulowania sie nawzajem.

W granicy klasycznej h — 0, mamy wkfad tylko pojedynczej
trajektorii klasycznej, totez réwnanie 7 staje si¢ zasada
najmniejszego dziatania Hamiltona.
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Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria
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Rys.3: Przyktad trajektorii uzytej w obliczeniach catek po trajektoriach.
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Funkcja falowa stanu zwigzanego

Przechodzac do dalszych obliczen, zatozymy, ze Hamiltonian H spetnia
zaleznosé funkcji wtasnych

Aty = Enthn, (8)

poniewaz Hamiltonian H jest Hermitowski, rozwigzania tworza kompletny
zbidr ortonormalny, gdzie ogdlne rozwigzanie jest postaci

w0 = S ae B, 00, a= [T dwt(ute=0).

gdzie gdzie warto$¢ wspétczynnikéw rozszerzalnosci ¢, wynika z
ortonormalnosci v,. Podstawiajac ¢, mamy

U0t = [ do X Ui (o)ta(x)e (o, =0)  (10)
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Funkcja falowa stanu zwigzanego

Poréwnujac funkcje 10 z funkcja 2, dostajemy rozwiniecie funkcji wiasne;
dla G.
G(x,t;x0,t9=0) = Zl/);(Xo)wn(X)e_lE"t (11)

Szukamy rozwiazania dla funkgcji falowej stanu zwigzanego, gdzie
wszystkie trajektorie zaczynaja sie i kofcza w punkcie x = xg, z
zatozeniem, ze tg = t, kontynuujac rozwigzanie 11 dla ujemnego czasu
urojonego:

G(x,=iTix,0) = P [n(x)Pe ™7 = [to*e™ ™7 + g Pe™57 + ..
n

= o) = lim %76 (x, ~7:x,0), (12)

gdzie granica odpowiada dtugim czasom urojonym 7, po ktérych czesci ¥
o wyzszych energiach ulegaja rozpadowi szybciej, pozostawiajac tylko
stan podstawowy .
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Funkcja falowa stanu zwigzanego

Tym sposobem udato nam sie dojs¢ do rozwiazania dla funkcji
falowej stanu podstawowego bezposrednio w kategoriach
propagatora G w postaci jawnej (réwn. 12).
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Catkowanie po trajektoriach siatki
Na poczatku tworzymy siatke punktéw dyskretnych w
czasoprzestrzeni i przedstawiamy trajektorie ruchu czastki jako serie
prostych linii taczacych pozycje dla jednego czasu z pozycja dla

nastgpnego:

L y

f t B, 4=
tb B.", b q\\ b= XN

t' [ o X o X
tl g . oC ) [ ‘ ‘
A A/
t, t
Xa Xa

Rys.4: Wykresy trajektorii w czasoprzestrzeni



3. Catkowanie po tra
0@00000000000

Catkowanie po trajektoriach siatki

Tak jak powiedziatem, dzielimy trajektorie miedzy punktami A i B
na N jednakowych krokéw o rozmiarze ¢ i oznaczamy je indeksem j:

def tp — L3
E =

= ti=t,+je  (j=0,N) (13)

Doktadniej bytoby uzywa¢ x(t;) do okreslenia pozycji trajektorii w
czasie t;, jednak w praktyce dyskretyzujemy przestrzen
réwnomiernie oraz posiadamy potaczenia miedzy najblizszymi
punktami.



1. Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria 2. Funkcja falowa stanu zwiazanego 3. Catkowanie po tra
0000000 000 0000000000000

Catkowanie po trajektoriach siatki

Kiedy juz stworzyliSmy nasza siatke, mozemy rozpatrze¢ catki oraz
pochodne na potaczeniach miedzy punktami:

dxj | Xi—Xj-1 _ Xj— Xj-1

- , 14
dt ti—tj1 IS ( )

1 VY
Sj= LAt~ EmM ~V(x)e (15)

gdzie zakfadamy, ze Lagranzjan jest staty na kazdym potaczeniu.
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Catkowanie po trajektoriach siatki

Catke trajektorii na siatce wyznaczamy na podstawie twierdzenia o
ztozeniu dla propagatoréw (G):

G(b,a)=fd><jG(xb,tb;><,-,tj)G(>g,tj;xa,ta) (ta < tj, tj < tp)

(16)
Dla czastki swobonej réwnanie propagatora przybiera postac:

_ m m .ol (S[bJj1+S1),a])
G(b’a) \/27Ti(tb—tj)\/2ﬂi(tj—ta)[dxje
_ m _iS[b,a]
G(b, a) ,/—27ﬂ_(tb_ta)fdxje (17)
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Catkowanie po trajektoriach siatki

Dla trajektorii o N-punktach miedzy liniami (tak jak na rys.4)
réwnanie (16) wyglada nastepujaco:

_ N
G(b,a)=fdx1---dx,v_1e’5[b"’], S[b,al=%S,  (18)

j=1
gdzie S; jest wartoscig dziatania dla potaczenia j.

W tym momencie catka nad jedng trajektoriag pokazang na rys.4
stafa sie suma N elementéw, ktéra stanie sie suma nieskonczonej
ilosci elementéw w momencie kiedy krok czasu £ dazy do zera.



1. Czasoprzestrzenne rozchodzenie sie fal Feynmana - teoria 2. Funkcp falowa stanu zwigzanego 3. Catkowanie po tra
0000000 OO0C 00000@0000000

Catkowanie po trajektoriach siatki

Propagator (7) jest suma wszystkich potaczen miedzy punktami A i
B. Kazde potaczenie jest wazone poprzez eksponente jej dziatania
wzdtuz trajektorii:

G(x,t;xp, to) = dxydxa - - - de_leis[X’XO], (19)
N- N-1

[x,x0] Z [xjr1, %] = 3 L(x5,%)e (20)
j=1 j=1

gdzie L(xj, x;) jest Srednia wartoscig Lagranzjanu na pofaczeniu j w
momencie t = je.
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Catkowanie po trajektoriach siatki

Mozemy zauwazyé, ze G jest okreslony dla ujemnego urojonego
czasu w wyrazeniu (12) dla funkcji falowej stanu podstawowego.
Podobnie rozwazamy Lagranzjan dla t = it

L(x,%) = T - V(x) - +%m(%)2 SV, (21)

) = (S V() (22)

gdzie dla utatwienia obliczen zak’radamy, ze potencjat V/(x) nie
zalezy od predkosci i innych wartosci x.

= L(x,
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Catkownie po trajektoriach siatki

Po odworceniu znaku energii kientycznej L mozemy zastosowaé we

wzorze operator Hamiltonianu, opisujacy funkcje wspétrzednych
uogdlnionych.

Ho-20) = (S - V() = E (23)
= L(x, %) =—-H(x, %) (24)

Przepisujac catke po trajektorii t z L jako catke po 7 z H mozemy
wyrazi¢ funkcje Greena i jej dziatanie w ujeciu Hamiltonianu.

Otrzymujemy nastepujacy wzér gdzie catka krzywolinowa z H
obejmuje cata trajktorie.

G(x,-iT;x0,0) = dxydxp - - - dxy_pe 4 (25)
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Catkownie po trajektoriach siatki

Catke z H wyrazamy jako Srednig energie na kazdym ogniwnie,
gdzie E; = T; + V}, oraz sumujemy, aby uzyskac¢ taczng energie E:

H(t)dT = Z €Ej = ee(x;) (26)

J

W rezultacie otrzymujemy funkcje podziatu, co wykazuje

podobienstwo do termodynamiki.
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Catkowanie po trajetoriach siatki

Nastepnie przeksztatcamy réwnienie Schrodingera zalezne od czasu
na réwnanie dufyzji ciepfta:
oY -2 oy 2

e 2m VT 9 " om (27)

Suma po sciezkach w kunkcji Greena moze by¢ wyrazona przez
czynnik Boltzmana, ktéra $cisle wigze nasze rozwazania z
termodynamika.

1 h
P:e_“ze_e/kBT:kBngzg (28)
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Iplementacja

100, )], color

ay = wvgraph)

Rys.2: Dobranie odpowiednich osi.
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Iplementacja

e (0, N-2):
path[i+1] - path[i]) * (path[i+1] - path[i])

sums += path[i+1] * path[i+1]

(@, N):
= 220 * path[j]
=m * j - 160

trplot.y[j] =

def plotwvf(prob):
for i in range (@, 100):
wvplot.color = color.yellow

wvplot.x[i * i - 400

wvplot.y[i] = 4.0 * prob[i] - 150

oldE - energy(path)

Rys.4: Funkcje rysujace wykresy odpowiednio trajektorii na osi xy oraz

prawdopodobienstwa stanu podstawowego.
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Iplementacja

while
rate(10)
element = int(N * r
change = 2.6 * (r
path[element] += change

newl energy(path);

if newE > oleE and math.exp(- newE + oldE) <= random.random():
path[element] -= change
plotpath(path)

elem = int(path[elemet] * 16 + 50)

Rys.5: Zastosowanie algorytmu Metropolis.

if elem < @:
elem = ©,
if elem > 10@:

elem = 100
prob[elem] += 1
plotwvf(prob)
oldE = newE

Rys.6: Funkcja rysujaca wykres prawdopodobienstwa rosnacy dla wartosci
X.
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Dziekujemy za uwage!
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