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1. Wstep

Jako przedmiot naszego projektu wybraliSmy przenalizownaie zagadnienia probko-
wania Wanga-Landeaua. Jest to jedna z metod Monte-Carlo dajaca wynik w duzo
szybszym czasie niz algorytm Metropolis.

2. Algorytm probkowania Wanga-Landeaua

Algorytm Wanga-Landaua jest to metoda Monte Carlo przeznaczona do szacowania
gestosci standow uktadu. Metoda polega na wykonaniu niemarkowskiego btadzenia
losowego w celu zbudowania gestosci stanéw poprzez szybkie zbadanie wszystkich
dostepnych widm energetycznych. Algorytm ten jest wazng metoda uzyskiwania
gestosci standéw wymaganych do przeprowadzenia symulacji wielokanonicznej. Al-
gorytm Wanga-Landaua mozna zastosowa¢ do dowolnego systemu, ktory charakte-
ryzuje sie funkcja kosztu (lub energii). Na przyktad zostal zastosowany do rozwia-
zywania calek numerycznych i faldowania bialek. Préobkowanie Wang-Landau jest
powiazane z algorytmem metadynamiki.

Algorytm Wanga-Landaua stuzy do oszacowania gestosci stanéw uktadu charaktery-
zujacego sie funkcja kosztu. Wykorzystuje niemarkowski proces stochastyczny, ktory
asymptotycznie zbiega sie w wielokanoniczny zesp6t (tj. do algorytmu Metropolis-
Hastings z rozktadem probkowania odwrotnym do gestosci stanow). Gtéwna konse-
kwencja jest to, ze ten rozktad probkowania prowadzi do symulacji, w ktorej bariery
energetyczne sa niewidoczne. Oznacza to, ze algorytm sprawdza wszystkie dostepne
stany (korzystne i mniej korzystne) znacznie szybciej niz algorytm Metropolis.

3. Metodologia w ¢wiczeniu
Kroki w WLS sa podobne do tych w algorytmie Metropolis, ale teraz wykorzystuje
sie funkcje gestosei stanow g(E;) zamiast wspolezynnika Boltzmanna:

1. Zaczynamy od dowolnej konfiguracji spinu oy = $1, So, ..., Sy oraz z dowolnymi
wartodciami gestosci stanéw g(E;) = 1, i = 1, . . ., M, gdzie M = 2% to liczba
stanow uktadu.

2. Generujemy probna konfiguracje ay.1 przez:

- wybieranie czastki ¢ losowo

- obracanie spinu i.

3. Wyliczamy energie E;, konfiguracji probne;j.

4. Jesli g(Enr) < g(E,), akceptujemy probe, czyli ustawiamy oy = ay,. 5. Jesli
9(Eatr) > g(E,), akceptujemy probe z prawdopodobienistwem P = g(Euk)/9(Eatr)
- wybieramy jednolitg liczbe losowa 0 < r; < 1.

- ustawiamy oy réwne oy, gdy P > r; lub a gdy P < ;.

Ta zasada akceptacji moze by¢ zwiezle wyrazona jako:

P(Eoi. = Eur) = min1, #E8)],
(6)

ktora w sposdb oczywisty zawsze akceptuje stany o niskiej gestosci (nieprawdopo-

dobne). 6. Gdy mamy nowy stan, modyfikujemy aktualng gestos¢ stanow g(FE;) za
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pomoca multi-wspotezynnika sktadania f:

g(Eozk—‘rl) — f : g(Eock+1)7

i dodajemy 1 do kosza w histogramie odpowiadajacym nowej energii:

H(Eak+1) — H(EakJrl) + 1.

7. Warto$¢ mnoznika jest empiryczna. Zaczynamy od liczby Eulera f = e = 2,71828,
ktora wydaje sie zapewnia¢ dobra réwnowage miedzy bardzo duzg liczba matych
krokow (mate f) a zbyt szybkimi skokami w przestrzeni energetycznej (duze f). Po-
niewaz entropia S = kg-In[g(E;)] — kg[in|g(E;)] +Inf], odpowiada jednostajnemu
wzrostowi entropii o kg.

8. Nawet przy rozsadnych wartosciach f, powtarzane mnozenia prowadza do wyktad-
niczego wzrostu wielkosci g. Moze to spowodowaé przepetnienia zmiennoprzecinko-
we i zgodna z tym utrate informacji (ostatecznie wielko$é g(F;) nie ma znaczenia,
poniewaz funkcja jest znormalizowana). Tych przepetnieri mozna uniknaé poprzez
prace z logarytmami wartosci funkcji, w ktérym to przypadku aktualizacja gestosci
stanow staje sie

Inlg(Ei)] — In[g(E)] + In[f].

9. Trudnosé z przechowywaniem In[g( E;)] polega na tym, ze do obliczenia prawdopo-
dobieristwa potrzebny jest stosunek wartosci g(F;). Mozna to obejsé¢, wykorzystujac
tozsamosé x = exp(In|z]) do wyrazenia stosunku jako:

otPerk — cqp(in QL] = eaplinlg(Ear)]] explin[g(Ean))). (7)

Z kolei g(Ex) = f - g(Ek) jest modyfikowane do

In[g(Ex)] — Infg(Ey)] + In[f].

10. Spacer losowy w F; trwa do momentu uzyskania ptaskiego histogramu odwie-
dzonych wartosci energii. Ptaskosé¢ histogramu jest regularnie testowana (co 10 000
iteracji), a spacer koriczy sie, gdy histogram jest wystarczajaco plaski. Wartos¢ f
jest nastepnie redukowana, aby nastepny spacer zapewnial lepsze przyblizenie do
g(E;). Plaskos¢ mierzy sie, porownujac wariancje w H(E;) do jej $redniej. Chociaz
w przypadku matych probleméw, takich jak nasz, mozna uzyska¢ ptaskosé 90%-
95%, wymagane jest tylko 80%:

Jesli w < 0,2 to przerywamy, a f — /f(In[f] = In[f/2])

min

11. Nastepnie zachowujemy wygenerowane g(F;) i resetujemy wartosci histogramu
h(E;) do zera.

12. Spacery sa konczone i rozpoczynane sa nowe, dopoki nie zostanie osiggnieta zna-
czaca korekta gestosci stanow. Jest to mierzone przez wymaganie mnoznika f ~ 1
w ramach pewnego poziomu tolerancji; na przyklad f < 1+ 1078, Jesli algorytm
sie powiedzie, histogram powinien by¢ ptaski w swoich granicach.

13. Ostatnim etapem symulacji jest normalizacja wydedukowanej gestosci stanow



g(E;). Dla modelu Isinga z N spinami w gore lub w dot, warunek normalizacji wy-
nika ze znajomosci catkowitej liczby standw:

Sr, 9(F0) = 29 (E) = 2 = (F) (5)

Poniewaz na sume najwiekszy wplyw maja te wartosci energii, w ktorych g(E;) jest
duze, moze nie by¢ dokladne dla gestosci o niskim F;, ktore maja niewielki wptyw
na sume. W zwiazku z tym, bardziej precyzyjna normalizacja, przynajmniej jesli sy-
mulacja wykonala dobra robote w zajmowaniu wszystkich stanoéw energetycznych,
polega na wymaganiu, aby istniaty tylko dwa stany podstawowe o energiach E =
2N (jeden ze wszystkimi obrotami i jeden ze wszystkimi obrotami w dot):

Y Bi=—2N 9(Ei) =2(9)

W obu przypadkach dobra praktyka jest znormalizowanie g(E;) z jednym warun-
kiem, a nastepnie uzycie drugiego jako sprawdzenia.
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Rysunek 1: Schemat numeracji zastosowany w naszej implementacji WLS modelu 2-D
Ising ze spinami siatki 8 x 8
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Rysunek 2: W ujeciu mechaniki kwantowej z catka $ciezkowa Feynmana zbiér $ciezek
taczy poczatkowy punkt czasoprzestrzenny A z konicowym punktem B. Linia ciggta to
trajektoria, po ktorej podaza czastka klasyczna, podczas gdy linie przerywane to dodat-
kowe $ciezki probkowane przez czastke kwantowa. Klasyczna czastka w jakis sposob ,wie”
z wyprzedzeniem, ze podroz

po klasycznej trajektorii minimalizuje akcje S.
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