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Metody Rungego-Kutty

Zbiér metod réznego rzedu ktére stuzg do catkowania réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. W metodach tych nachylenie szacowane jest na podstawie kilku
punktéw wewnatrz przedziatu. Rézne metody RK klasyfikowane sg ze wzgledu na
ich rzad (odpowiadajacy liczbie punktéw wzietych do szacowania nachylenia).
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Ogolna formuta na metode Rungego-Kutty rzedu 2-go jest
nastepujacy:

x(t + h) = x + wphf (t, x) + wahf(t + h,x + f) + O(h®)

1 1
witwr=1w =3 wf=3

Jako, ze mozemy dobiera¢ parametry dowolnie, to istnieje nieskonczene wiele
dwuetapowych metod Rungego-Kutty rzedu drugiego. W praktyce
wykorzystywane s3 jednak dwa warianty szczegélne:

© Metoda Heuna
@ Metoda MidPoint
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Metoda Heuna

[1]Metoda Heuna jest metoda drugiego rzedu z dwoma etapami. Jest réwniez
znana jako jawna reguta trapezu, ulepszona metoda Eulera lub zmodyfikowana
metoda Eulera.

x(t+ h) = x(t) + 3(FL + F)
F = hf(X, t), F= hf(t + h,X + F2)
Metoda MidPoint

[1]Metoda punktu $rodkowego jest metoda drugiego rzedu z dwoma etapami. Jest
réowniez znana jako metoda Cauchy'ego-Eulera.

x(t+ h) = x(t)+ F,

Fi = hf(x,t),F> = hf(t+ 3h,x + 1F1)
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Metoda RK4

[2]Z uwagi na zalety tej metody ktérymi sg prosto$¢ implementacji i najlepszy
stosunek liczby obliczen funkcji do maksymalnego rzedu, z reguty jesli méwimy o
metodzie RK to mamy na mysli te wtasnie metode.

x(t+ h) = x(t) + ¢(F1 4+ 2F2 + 2F5 + F4)
F]_ = hf(X,t),Fz = hf(t+ %h,X—f— %Fl)
F3 = hf(t+ 3h,x+ 3F), Fa = hf(t + h,x + F3)

Katarzyna GajewskaMichat KreftTomasz Biel (Cracow



Metoda RK 45

[3]Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga to jedna z metod adaptacyjnych. S3 to dwa
schematy, potaczenie schematéw 4 i 5. S3 one idealnie dopasowane do siebie, to
co obliczymy w schemacie 4, wykorzystamy pézniej w schemacie 5. Réznica
btedéw tych dwéch schematéw pozwoli nam lokalnie oszacowac btad. Jesli bedzie
on zbyt duzy to zmniejszymy krok, a jezeli zbyt maty to go zwiekszymy.

xu(t+h) = x(t) + 0 biF; + O(h°)
x(t+ h) =x(t) + Z?:l bi % F; + O(h®)

Fi = hf(t + cih,x + Y1 aijF;)(1 < i < 6)
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Tabela Butchera:
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Figure: Tabelka z warto$ciami wspétczynnikéw w metodach RK [4]
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Opis ¢wiczenia

@ Zaimplementowali$émy dwie metody rk2 (poprzez odpowiednie dobranie
wartosci wspétczynnikéw W1 i W2) - Heuna i MidPoint.

@ UzyliSmy swojej metody rk2 (w opisie skupimy sie na metodzie Heuna) w
programie, ktéry rozwiaze réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego
Fext(x,t) — kxP~1 = m%. Poczatkowo pomineliémy site zewnetrzng Foy, a
pozniej sprawdziliSmy jak zachowa sie oscylator po dotozeniu jej. Mozemy
teraz naszkicowa¢ zalezno$ci x(t) oraz predkosci
v(t) = dx/dt w funkcji czasu, ale jeszcze nie w tym momencie.

© Gdy program sie skompilowat i nie ma zadnych btedéw, dopilnowaliémy aby
nasze obliczenia wykonaty sie poprawnie. W tym celu dopracowaliSmy nasza
implementacje wedle ponizszych podpunktéw:
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a) Zadbaliémy o to, aby nasz oscylator byt oscylatorem harmonicznym. W
tym celu ustawiliSmy parametr p = 2. W tym momencie nasze rozwigzanie
mozemy skojarzy¢ z ponizszymi réwnaniami:

x(t) = Asin(wot + ¢), v(t) = woAcos(wot + @), wo = \/%

b) Wybieramy wartosci parametru k oraz m, takie, aby byt spetniony warunek
T =27/w oraz np. T = 1. Ostetecznie otrzymaliSmy nastepujace
zestawienie parametréw:

w)=6,28;k=3,949;, m=0,1; T=1;A=1;¢=0
Wobec tego powyzsze réwnania prezentuja sie nastepujaco:

x(t) = 1sin(6,28t + 0), v(t) = 6,28 cos(6, 28t + 0)).
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Skoro mamy pewno$¢ o poprawnosci analitycznej (zerowe pofozenie
poczatkowe i niezerowa predko$¢), narysujemy teraz wiec te wielkosci na
wykresie i zobaczymy, ze wszystko funkcjonuje jak powinno. Jesli gotym
okiem na wykresie nie mozemy rozrdzni¢ naszego rozwigzania od doktadnego,
oznacza to ze mamy wysok3 doktadnos¢.

Figure: Zalezno$¢ x(t) oraz v(t) na jednym wykresie
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N
c) ZaczeliSmy z wielkoscig kroku réwna h ~ T /5 i zmniejszaliémy warto$é
kroku h do momentu az rozwigzanie bedzie wygladato gtadko. W zasadzie
powinniémy zacza¢ od kroku h ~ T /100, lecz zaczynamy od takiego duzego,
by zobaczy¢ jak funkcja, ktéra jest bardzo niedoktadna, powoli przeobraza sie
w gtadkie, bardzo dobrze przyblizone rozwiazanie. Ponizej mamy kilka grafik
prezentujacych to przejscie:
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Figure: h = 0,2
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d) WstawiliSmy teraz inng predko$¢ poczatkowa do naszego rozwigzania i
sprwdzamy, czy oscylator harmoniczny jest izochroniczny. Jesli jest, to jego
okres nie zmienia si¢ wraz z amplituda. Dla poréwnania zostawimy nasze
doktadne rozwigzanie z poprzednia wartoscig predkosci:
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Figure: Poréwnanie okreséw drgan podczas zmiany predkosci

Katarzyna GajewskaMichat KreftTomasz Biel (Cracow



Q Teraz, gdy juz wiemy, ze mamy dobre rozwigzanie réwnania metoda rk2
Heuna, mozemy teraz zaimplementowaé pozostate metody: rk2 MidPoint,
rkd, rk45.

@ Poréwnamy jeszcze wszystkie z oméwionych metod na podstawie ponizszych
dwéch réwnan:

2y +y? —y? =0, (1)
Y +6y° =0. (2)

z warunkami poczatkowymi [y(0),y’(0)] = (1,1). Nieliniowe réwnanie (1)
ma analityczne rozwiazanie y(t) = 1 + sint. Musimy jednak pamietaé, ze
metody rk2 moga nie rozwigza poprawnie tego réwnania, gdyz dwa warunki
w réwnanui proporcjonalnym do y znikaja, zostawiajac y? = 0, co jest
problematyczne. Inne metody powinny lepiej przybliza¢ nam to rozwiazanie.
Réwnanie (2) odpowiada naszym potencjalnym standardom V/(x) = %kx”, z
wartoscig p = 6. Chociaz nie mamy dostrojonej metody rk45, wiemy i
mozemy sprawdzié, ze poprzez ustawienie jej parametru tolerancji do
wystarczajaco matej liczby, metoda rk4b uzyska lepsza precyzje niz rk4, ale
wymaga duzo dtuzszych i doktadniejszych obliczen.
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Narysujmy réwniez wykresy dla p = 6 oraz uwzglednimy teraz dotozonga site
zewnetrzng. Mozna zwuwazy¢ tutaj pewne prawidfowosci.
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Figure: Oscylator p = 2 z dodatkowg3 sifa
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Figure: Oscylator p = 2 z jeszcze wigksza sita
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Figure: Oscylator p = 2 z ogromnga dotozongj sita

Figure: Oscylator p = 6 z dotozong sit3
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Przedziat [0,5]

Specjalny warunek | blad x btad v czas [s] h
p=2 6,52E-03 | 4,14E-02 | 0,007
=6 5,90E-02 | 3,42E-01 0,012
rk2 Heuna £ . v g 0,01

dodatkowa sifa, p = 2 | 4,28E-03 | 2,62E-02 | 0,012
dodatkowa sifa, p = 6 | 5,23E-02 | 3,09E-01 | 0,014

p=2 6,53E-03 | 4,14E-02 | 10,0065
. p=6 6,55E-03 | 3,80E-01| 0,013
rk2 Mid Point - 0,01
dodatkowa sifa, p= 2 | 4,68E-03 | 2,84E-02 | 0,009
dodatkowa sifa, p = 6 | 6,20E-02 | 3,68E-01 | 0,011

p=2 1,20E-06 | 7,67E-06| 0,02

p=6 9,29E-05 | 5,44E-04 | 0,024
rka - 0,01
dodatkowa sifa, p = 2 | 2,19E-06 | 1,33E-05 | 0,019

dodatkowa sifa, p = 6 | 7,60E-05 | 4,56E-04 | 0,036

btad czas [s] | h érednie
p=2 6,58E-07 0,047 | 0,01025
. p=6 6,87E-07 0,1 0,00463
dodatkowa sita, p = 2 3,19E-06 0,072 0,00858
dodatkowa sita, p = 6 1,53E-06 0,16 0,00463
Przedziat [0,20]
btad y ‘ biad y' | czas[s] h
rkd 4,51E-07 | 4,916-07 | 0,08 0,01
rk45 = 5,60E-07 0,007 0,3127
rk2 Heuna 3,18E-06 | 5,22E-06 | 0,054 0,01
rk2 MidPoint 3,48E-06 | 6,74E-06 | 0,052 0,01
rkd 2,00E-06 | 3,52E-06| 0,083 0,01
rkas 1,84E-06 0,059 | 0,02815
k2 Heuna 6,036-03 [ 1,04£02| 0,05 0,01
k2 MidPoint 3,726-03 | 6,456-03 | 0,07 0,01
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