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1. Wstep

Jako przedmiot naszego projektu wybraliSmy teamt bedacy zadaniem polegajacym
na poréwnaniu metod rk2, rk4 oraz rk45 na podstawie rownania ruchu oscylatora
harmonicznego i dwoch zadanych réwnan. Nie bedziemy skupia¢ sie na omawianiu
analitycznym poszczegdlnych metod - zrobiliSmy juz to w prezentacji. Skupimy sie
w gléwnej mierze na naszej wykonanej pracy, czyli przedyskutujemy nasze ¢wicze-
nie omawiajac wyniki oraz kod.

2. Metody Rungego-Kuty i ich zastosowanie

Zbiér metod réznego rzedu, ktore pozwalaja na catkowanie rownan rézniczkowych
zwyczajnych przeprowadzajac je przez szereg obliczen krok po kroku. Dokladnosé
catkowania jest zdeterminowana poprzez wielkos¢ kroku jaki wybierzemy. W meto-
dach tych nachylenie szacowane jest na podstawie kilku punktow wewnatrz prze-
dzialu. Rézne metody RK klasyfikowane sa ze wzgledu na ich rzad (odpowiadajacy
liczbie punktéw wzietych do szacowania nachylenia). Sens uzywania tych metod w
calosci miesci sie w fachu programistycznym z powodu na zdecydowana przewage
maszyn nad cztowiekiem w szybkosci obliczen.

3. Analiza ¢wiczenia

Na samym poczatku zaimplementowalismy metody Rungego-Kuty podajac do te-
go funkcje, ktora ulegnie catkowaniu. Nasze wyniki poréwnaliSmy z rozwigzaniem
metoda odeint przyjmujac ja jako wartos¢ dokladna. Jedynie w metodzie rk45 nie
zrobiliSmy poréwnania, gdyz ta metoda inteligentnie dobiera krok, aby mie¢ poza-
dany btad, wiec nie ma czego tutaj porownywac. Kiedy mamy do czynienia tak jak
w naszym przypadku z rézniczkami drugiego stopnia, musimy odpowiedni podzie-
li¢ rownanie na dwa osobne. W ten sposob otrzymujemy dwa wyniki - pierwszy po
scatkowaniu drugiego stopnia rézniczki, a drugi po scatkowaniu otrzymanego pierw-
szego stopnia rozniczki. Przyjrzyjmy sie jak to wyglada w kodzie na przyktadzie rk2
Heuna.

"""IMPLEMENTACJA METODY RK2 HEUNA"™"

def RK2(f,x@,t0,tk,h):
t=np.arange(t@,tk,h)
N=len(t)
if hasattr(x@, " len "): x=np.zeros((N,len(x@)))
: x=np.zeros(N)
x[@]=np.array(x0)

i
while (i<N):
k1=h*f(x[i-1], t[i-11)
k2=h*f(x[i-1]+k1, t[i-1]+h)
x[i]=np.array(x[i-1]+(k1+k2)/2)
i+=1
S

Rysunek 1: Implementacja metody rk2



def f(y,t):

x = y[08]

v = y[1]

dxdt = v

dvdt = -k*x**(p-1)/m + 58*math.sin(6.28%x)
return np.array([dxdt, dvdt])

Rysunek 2: Implementacja rownania ruchu oscylatora harmonicznego

" "ROZM NIE METODA ODFINT DLA POROWNANTA"™™

trange = 5
=2

h = 8.61

arange(0, trange, h)
0

6.28
array([x@, va])

int(f, yo, ts)
:,0

Rysunek 3: Implementacja metody odeint

W nastepnej kolejnosci moglisSmy narysowa¢ wykres naszych rozwiazan. Oczywiscie
mowa tutaj o potozeniu i predkosci. Na jednym wykresie umieszczone sg rozwiazania
nasza metoda oraz metoda odeint. Odpowiadaja temu pary koloréw pomaranczowy
i niebieskie oraz zielony i czerwony. Na wykresie widzimy jedynie zielony i czerwony
co $wiadczy o tym, ze wykresy niemalze idealnie si¢ pokrywaja. Blad jest bardzo
niskiego rzedu, stad uzyskujemy wtasnie taki efekt.

Rysunek 4: Zaleznosé potozenia i predkosci od czasu obliczona obiema metodami



W kolejnych elementach zadania oddaliémy sie rozwazaniom co stanie sie z wy-
kresem gdy bedziemy zmieniaé¢ rézne parametry. DoszliSmy do kilku ciekawych
konkluzji, takich jak rozbieznos¢ rozwigzania numerycznego z naszym przy du-
zym przedziale czasowym i zbyt malym kroku. Jednak tu w raporcie pozwolimy
sobie oming¢ te szczegdly zwiazane z doktadnoscig i zmianami wygladu wykresu.
Kkniecznym jednak jest do pokazania, ze nasz oscylator jest izochroniczny, czyli ze
okres jego drgan nie zmieni sie wraz z amplitudg. PokazaliSmy to poprzez zmodyfi-
kowania rozwigzania jedna metoda wzgledem rozwiazania druga metoda. W efekcie
uzyskaliémy porzadany efekt, czyli wykazanie izochronicznosci oscylatora. Widaé to
doskonale na ponizszym wykresie.

10 A

=10 A

Rysunek 5: Izochronicznosé oscylatora harmonicznego

Ostatnim etapem ¢wiczenia byto sprawdzenie naszych metod na przyktadzie dwoch
rownan:

2uy” +y* —y”? =0, (1)
y" + 6y° = 0. (2)

Glownym zamystem byto sprawdzenie doktadnosci naszych metod dla tych réwnan.
Dodatkowo ciekawym faktem jest to, ze rozwiazanie rownania (2) oraz rozwiazanie
rOwnania ruchu oscylatora harmonicznego dla p = 6 wykazuja ogromne podobieri-
stwo do siebie. Mozna zaobserwowaé to na ponizszych dwoch grafikach.
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Rysunek 6: Rozwigzanie oscylatora harmonicznego dla p = 6
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Rysunek 7: Rozwiazanie rownania (2)

Ostatecznie konczac nasze rozwazania, sporzadziliSmy tabelke z porownaniem wszyst-
kich metod, ukazujac jaki btad zostal popelniony,w jakim czasie wykonane zostaty
obliczenia i jaki przyjelismy krok. BadaliSmy réwniez co sie dzieje z btedem i czasem
gdy zmieniamy parametry. Dla metody rk45 krok nie jest wartoscia stata, gdyz jest
on odpowiednio dobierany przez program w zaleznosci jakiego btedu oczekujemy.
Wszystko to przedstawia ponizsza tabela.



Przedziat [0,5]

Specjalny warunek | blad x btad v czas [s] h
p=2 6,52E-03 | 4,14E-02 | 0,007
p=6 5,90E-02 | 3,42E-01 | 0,012
rk2 Heuna - 0,01
dodatkowa sifa, p=2 | 4,28E-03 | 2,62E-02 | 0,012
dodatkowa sifa, p=6 | 5,23E-02 | 3,09E-01 | 0,014
p=2 6,53E-03 | 4,14E-02 | 0,0065
. . p=6 6,55E-03 | 3,80E-01 | 0,013
rk2 Mid Point - 0,01
dodatkowa sita, p=2 | 4,68E-03 | 2,84E-02 | 0,009
dodatkowa sita, p=6 | 6,20E-02 | 3,68E-01 | 0,011
p=2 1,20E-06 | 7,67E-06 | 0,02
p=6 9,29E-05 | 5,44E-04 | 0,024
rka _ 0,01
dodatkowa sifa, p=2 | 2,19E-06 | 1,33E-05 | 0,019
dodatkowa sifa, p =6 | 7,60E-05 | 4,56E-04 | 0,036
btad czas [s] | h $rednie
p=2 6,58E-07 0,047 | 0,01025
. p=6 6,87E-07 01 0,00463
dodatkowa sita, p = 2 3,19E-06 0,072 0,00858
dodatkowa sifa, p=6 1,53E-06 0,16 0,00463
Przedziat [0,20]
btady btady' | czas[s] h
rk4 451E-07 | 4,91E-07 0,08 0,01
rk45 5,60E-07 0,007 | 0,3127
rk2 Heuna 3,18E-06 | 5,22E-06 | 0,054 0,01
rk2 MidPoint 3,48E-06 | 6,74E-06 | 0,052 0,01
rka 2,00E-06 | 3,52E-06 | 0,083 0,01
rka5s 1,84E-06 0,059 | 0,02815
rk2 Heuna 6,03E-03 | 1,04E-02 | 0,05 0,01
rk2 MidPoint 3,72E-03 | 6,45E-03 | 0,07 0,01

Rysunek 8: Tabelka poréwnawcza metod




4. Podsumowanie

Realizujac projekt zapoznalidémy sie ze sposobem dziatania metod Rungego-Kutty.
Dochodzimy do wniosku, ze sa one poteznym narzedziem matematycznym. Przy
odrobinie mocy obliczeniowej i odpowiednim uzyciu réwnani metody mozemy uzy-
ska¢ bardzo dokladne catkowanie w szybkim tempie. Jedynym minusem metod
Rungego-Kutty jest brak mozliwo$ci wykonania obliczent na kartce papieru. Ciezko
sobie wyobrazi¢ sytuacje, w ktorej musieliby$my dla kilkudziesieciu tysiecy kro-
kow wykonywaé po kilka linijek zmudnych obliczen. Jednak taki minus nie znaczy
wiele w poréwnaniu z mozliwoéciami jakie metody te oferuja. W trakcie projektu
moglisémy sie przekonaé¢ jednocze$nie o bledach jakie taka metoda moze popetnic.
Czasem calkowanie zostaje wykonane poprawnie, jednak rozwigzanie moze réznié
sie od analitycznego w niektoérych przypadkach.
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